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������� �

� ���� φ(θ, τ) = exp

(
−(θτ)2

σ

)
�� ���� �� ������������

����������	� �� 	���� �	 ����� 	�� ��� ��	������� 	� �������� ����������	� ��� ! ��"

Ci(t, ω) =

∫ ∫
exp

(
− (θτ)2

σ

)
︸ ︷︷ ︸

�����������	
 ��
���

exp(j
θτ

2
)︸ ︷︷ ︸

�������� ��
���

Ai(θ, τ)e
−j(θt+τω)dτdθ, �����

����� Ai(θ, τ) =
∫
si(u+

τ
2 )s

∗
i (u− τ

2 )e
jθudu �� ��� ����#���$ ������	� ��	�������	� ������	��

	� ��� ��#��� si(t)% &�� '���� 	� σ ��� �� ��(����� �	 �����'� � ������� ������	) �������

���	����	� ��� ��� ��	��� 	� ��	������� ��������%

&�� *������$����	�$ ������� ���� �� ���� ������ �� ����� 	� ������������ ����������	�%

+$����	�$ �������� ��� ������	� ������� ��� ���*	��� ���������� 	� ��� ��#���� ��#�������

	� ��#��� ��*������% &�� ��	��� 	� �$����	�$ ������� ��	 ��#���� �� ������$ ,�������� �$

���������# ��� ����������	�� *���� 	� ��� ����'����� ��#���� ��	��� ��� ���,����$ 	� ��������%

&�� *���� ��)������ ������� ��� ��	 ��#���� �	� ������	���� si(t) ��� sj(t) �	� ��� k�� �����

�� Φk
(i,j)

(t, ω) = |Φk
i (t, ω)− Φk

j (t, ω)|! ����� Φi(t, ω) = arg
[
Ci(t,ω)
|Ci(t,ω)|

]
%

-	��'��! ��� �����'��$��# *���� �*������ �� �	� �������$ ������ �	� ��������# ��� �$��

���	�$ ������� ��� ��#����% �� 	���� �	 ,������$ ������	��� ����#����	�! ��� *���� �	����#

'���� �./0� �12 �� ���� �	 ������� *���� �$����	�$ ������� ������	��� i ��� j �� ���� t

��� ���,����$ ω! ����� �� ��� �'���#�� 	'�� L ���������	��3������! ��"

PLV(i,j)(t, ω) =
1

L

∣∣∣∣∣∣
L∑

k=1

exp
(
jΦk

(i,j)(t, ω)
)∣∣∣∣∣∣ , �1%4�

�� ��� *���� ��)������ '����� ������ ���	�� ��� ������! ./0 �� ��	�� �	 2% ./0 �� � '����

������� ���	 ��� 	��%

5��� ��� *������� �$����	�$ '����� ��� �	�*���� �� ���� ���� ��� ���,����$ *	���! ��

��� �	������� � �����'��$��# �	������'��$ #��*� {G(t); ∀t ∈ {t = 1, 2, . . . , T}} ����

G(i,j)(t) =
1

Ω

ωb∑
ω=ωa

PLV(i,j)(t, ω), �1%6�
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����� G(i,j)(t) ∈ [0, 1] ���������� ��� 	
���	�����
 �������� ������� ��� �
��� i ��� j ������

��� �������	
 ���� 
� ��������� [ωa, ωb]� ��� Ω �� ��� ������ 
� �������	
 ���� �� ���� �����

�� �� ���
 �
������ �
 ����� 	
���	�����
 ������ 
��� �
�� ���� ��� �������	
 �
 ����	��


������ ��� ��� ����� �� ��� ����
 �� ����� �������

��� �� �	��	
 �����! Gs(t) �� ����� ��
� ""# ���� ��� ���	����� �� ��	��
� $�$ �
� ��	�

��� �	� s �� ��	� ���� ���� t �
� ��	� ���� 
� ���	��
��� i ��� j ����� "�� $�%� Gs,(i,j)(t), ∀i, j ∈
{1, 2, . . . , N} ����	���� ��� �������� 
� ��� 	
���	��
� ������� �
��� i ��� j� ��� 	
���	��
�


� S ��� �	�� �� ���� t �
��� � 3&��
 ����
� G(t) ∈ R
N×N×S � ����� Gs(t) = Gi3=s(t)�

��� ��� ����

��� ""# ���� ����
'�� �� ���� ������ 	
��� ��
� � ����
 	
�������� ��� ���
�&������� ���&
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 (")*+� ���	� �� � ����� �
������� ����
��� ���� 
		��� �
��
���� ����
����	� ���
��

�� � ������� ���	��
� ���� ���� ������
 $,&-, �� ����� ��� ����
��� ./01� ""# ���� ��
�

62&	������� ��� 	
���	��� �� �		
����	� ���� ��� 10220 �
���� 
� � *���
�	�� 3
�����$

�
���� (*���
�	��� ��	�+ �� � �������� ���� 
� 128 4'� ���� ����
 ��	����� 56 ����������&

��� �������� (7% ����+ ��
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�
�
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� ��� ���� ($ ��	
��� 	
�����
����� �
 $,/ ���� �������+ ��� ��� ��� �	���

��������� �� Gs(t) ∈ R
62×62, t ∈ {1, 2, . . . , 256}, s ∈ {1, 2, . . . , 91}�
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������ ��� �������� �� 	��	�� ������� ���	 ��������� �� �

������ �� ������ � ����� �� � ���� ��� �	� ������ �� 
�������� �� ���	 ���� ����������

�	� ��������� �� �	�� ����� ��� X ∈ R
m1×m2×...×md �� � d���� ������� �	��� mi �� �	�

��������� ����� �	� i�	 ����� ��� xi1,i2,i3,...,id ������� �	� (i1, i2, i3, . . . , id)�	 ������� ��

�	� ������ X �

��� �	� ������� ���� d = 3� xi1,i2,i3 �� �	� i1 �	 ���� i2 �	 ������� ��� i3 �	 ���� �� �	�

����� ������� X ∈ R
m1×m2×m3 �����  �!"� # ��������� �� ��$��� �� $
��� �	� ������� �����

��� �� ���� ������ %	�� ��� ������� ��� $
�� �� ��� ����� ��� �	� ����
 
����� �� �	�

��	�� ����� �	� ��������� 
����� �� ������ � $���� ����  �! �������� ������� ���� ��� ����

$���� �� � ����� ������� &��������� �	�� �� ����
 �� $
�� �� ��� ���� ��� �	� ������� 
��� ��

�	� ��� ��	�� ������ �	� ��������� �� ������ � ������ %	�� �	� i1 �	 ��� �� $
��� �	� ���������

�� � m2 ×m3 	���'����� ����� �Xi1..
"( �� �	� i2 �	 ������ �� $
��� �	� ��������� ��������� �� �

m1 ×m3 
������� ����� �X.i2.
"( ��� �	� $
�� i3 �	 ����� � m1 ×m2 ������� ����� �� ��������

�X..i3
" )*+,� ����  � �	��� �	� 	���'������ 
�������� ��� ������� ������ �� � ����� �������

��� ��� ���

������  �! ��" -������� ��" .���� ��" ������

# ����� �� ��������� ������� �������� �� ��� ������ � ���������� ���� ��� � �������� �����

%	��� �	� ���������� ���� ����� �� �������� �	� ���������� ��������� �� �	� �������� �������

�	� �������� ���� ���������� �	� ���� �� ���� �	��	 �� ��� ��������� �� �	� ���������� �����
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���� �� ��� ���� �
�� �
� � 3���� ����
��

������ ����	
�� ��� ���
�� ��
����� ×n� 
� � ����
�� X ∈ R
m1×m2×...×md � �� �

����� U ∈ R
mn×Jn �� ��� ������������
� 
� ��� ���
���� ����
� �� ��� n�� �
�� �� ���

����� U� ���

X ×n U = U†X(n) =
∑
in

xi1,i2,...,in,...,idUjn,in , !��"#

����� † �� ��� ����� ������
�� 
�����
��

�����

�� ����	
�� ��� $�
���%�� ��
���� 
� ��
 �������� A ∈ R
m1×m2 ��� B ∈

R
m3×m4 �� � m1m3 ×m2m4 ����� � ������ ���

A⊗B =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a11B a12B . . . a1m2
B

a21B a22B . . . a2m2
B

���
���
� � �

���

am11
B am11

B . . . am1m2B

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
. !��&#

���������� ����	
�� ��� $������'�
 ��
���� 
� ��
 �������� A = [a1, a2, . . . , am]

��� B = [b1,b2, . . . ,bm] �� ��(�� ���

A�B = [a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2, . . . , am ⊗ bm] . !��)#

�����
� ��� �����% 
� ��� ����
� X �� ��� �
���� ���% 
� ��� ����� 
������� ��

���
����� ��� ����
� ��
�� ��� n�� �
���
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���� ��� ������� !"	#� 
�� 
����� 
������������ �� ��� d���� ������ X ��� $� �%������


��&

X = C ×1 U
(1) ×2 U

(2) ×3 U
(3) . . .×d U

(d) + E ,
X =

∑
i1,i2,i3,...,id

Ci1,i2,i3,...,id
(
u
(1)
i1

◦ u(2)i2
◦ u(3)i3

◦ . . . ◦ u(d)id

)
+ Ei1,i2,i3,...,id ,

���' 

����� C ∈ R
r1×r2×r3×...×rd �� ��� ���� ������( E ∈ R

m1×m2×m3×...×md �� ��� ����
���

�����( ��
 ×k �� ��� ���
��� �� � ������ ��
 � �����% ����� ��
��� � U(1) ∈ R
m1×r1 (

U(2) ∈ R
m2×r2 ( . . .( ��
 U(d) ∈ R

md×rd ��� ��� �����% �� ��� ���� �������� )������ �� ���

������ �����
�
 ����� ��� i�� ��
�( �����
 ��������� ��������( ��
 ri ≤ mi� 
��������(

��� k�� �������� )����� ����� ��
� i( u
(i)
k �� ��� k�� ������ �� ��� ��������� �����% U(i)�

���� ��	 ����� ��� 
����� 
������������ ��� � 3���� �������


�� ������ X ∈ R
m1×m2×m3×...×md �� ���*����
 �� ������� ������ Y ∈ R

r1×r2×r3×...×rd

����� ��� ���*������ �������� Ũ(i) ∈ R
mi×ri !"+#( ��&

Y = X ×1 Ũ
(1)† ×2 Ũ

(2)† ×3 Ũ
(3)† . . .×d Ũ

(d)†, ���+ 

����� † �� ��� �����% ��������� ��������( ��
 ��� ���*������ �����% Ũ(i) �� �����
 $� ������

��� ,��� ri ������� �� U(i)( ����� ������� ri ≤ mi�
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X(1) = U(1)C(1)(U
(2) ⊗ U(3))† + E(1)� 6� ����� 
� �������
� 
�� ������ ����	
���
���&

U(2) ��� U(3) ��� �����	�� ���
����.��� ��� ���
 ���'���� 1��
�� �� X(1)(U
(3) ⊗ U(2)) ��
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∑R
r=1 λr

(
â
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(3) ×4 U
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2 ...u
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�������	�� ��������	 *+,,�- �� ������� � ���)��	" ������������	 �� G(t) ��	���� 
� Ĝ(t) 
���� ��	" (n̂(t), n̂(t), ŝ(t)) �.��� ��� 3)��� ��	
�� Ĝ(t) �� ���� 
��� t �
 �������
�� �
�	�

���"�� �������
����	 �
 ������
/

Ĝ(t) = C(t)×1 U
(1)(t)×2 U

(2)(t)×3 U
(3)(t), *%�0-

����� C(t) ∈ R
n̂(t)×n̂(t)×ŝ(t) �
 ��� ���� ��	
�� �	� U(1) ∈ R

N×n̂(t) U(2) ∈ R
N×n̂(t) 

�	� U(3) ∈ R
S̄×ŝ(t) ��� ��� ������ �� ��� ���� 
�	����� ������
� ��� 
�
�
 u

(1)
i (t), i ∈

{1, 2, . . . , n̂(t)} u
(2)
j (t); j ∈ {1, 2, . . . , n̂(t)} �	� u

(3)
k (t), k ∈ {1, 2, . . . , ŝ(t)} 
��	 ��� �����

����	
��	�� 
�

����
� 1��� ���� U(1)(t) = U(2)(t) �	 ��� ��
� �� 
�������� ��		���������

,	�� U(1)(t) ∀t ∈ {1, 2, . . . , T} ��� �������	�� ��� ��
��	�� 
�����	 
�

����
 �� ���

��
� ���� �� G(t), ∀t ∈ {1, 2, . . . , T} 	��� �� 
� ���������� �
 �� ��� �	����
��� �	 �������	�

��� ���	��
 ���	� ��� ��		�������� ����� ��� 
�

���� ��
��	�� �
 ���������� 
�����	

��	
������� ���� ���	�
 �
�	� U(1)(t)� &�	�� 
�

����
 �� ��� ��
� ���� �� G(t) �	� G(t+1)

��� 
� �� ��#���	� ����	
��	
 n̂(t) �	� n̂(t+ 1) ����	��� 
�

���� ��
��	�� ���
���
 
���

�
 2�������	 ��
��	�� ��		�� 
� �
��� ���
 �� 3��	���� ��� 
�

���� ��
��	�� �
�	� ���

!0



��������� ���	��
� �
�� ��	���� (G(t),G(t+ 1)) , ∀t ∈ {1, 2, . . . , T−1} ����� 	�� ���	 �����

�� ��������

d(t) =
1√
r

√√√√ r∑
k=1

θ2k

(
U(1)(t),U(1)(t+ 1)

)
, �����

����� r = ��� (n̂(t), n̂(t+ 1))� ��� θk

(
U(1)(t),U(1)(t+ 1)

)
�� 	�� k	� ����
���� ����� �� 

	���� �!����
�� �� 	�� ���	 ���� �� G(t) ��� G(t+ 1) �
���

"� ����� 	� ��
��� ���	��� d(t) �� � 
����� ����	� 	�� �!����
� ���	��
�� d(t)� ����� 	�

�� 
��#��	�� ��	� � �����$ #��!�� v(t)� 	���!�� 	������������ �� ��������

v(t) =

{
1 �� d(t)≥μd+2σd
0 �� d(t)<μd+2σd

,

μd = 1
T−1

∑T
t=1 d(t),

σd =
√

1
T−2

∑T
t=1 (d(t)− μd)

2.

���%�

����� 	�� 	�������� �� ����
	�� �� μ+2σ ���
� 	��	 
���������� 	� 	�� 95% ������
��
� ��#��

����� �� 	�� �����#�	��� 	��	 	�� ���	��
�� ��� ���	���!	�� �� ��!������ &��� ���
��� ��

�����	�� B 	���� ��� ��'����	 ������ ��������� �
���� 	�� �!�(�
	 ���� �� ����� 	� ���


����� ����	� ���
� ��� 
�����	��	 ����� ��� ��'����	 ������ ���������� &�!�� 	�� �����$

	��� ������� v(t)� �
���� B ��������� ��� �!���� !�� &�� ���� ��	 �� 
����� ����	� ��� 	��

��
�� ��)��� ����*�� �� 	��� �!�� +��� ��, ���!�	��	�� 	�� �	��� �� 
����� ����	 ��	�
	���

������	���

��� ����� ���	�
������
�

-�	�� ����	��$��� 	�� 	��� ��!������� �� 	�� �!�
	����� 
����
	�#�	$ �	�	��� 	�� ���� �� 	�

�!�����.� 	�� �!�
	����� 
����
	�#�	$ ��		���� �
���� 	��� ��� �!�(�
	� ��	��� 	�� 	��� �� 

	��#�� 	� ����#� 	�� �	�	� 
����
	���� /��#��!��$� 	��� ��� 
������$ ��������� �$ �#�������

	�� ����� �#�� 	�� 	��� ��	��#�� ��0� 
��� &��� ��	��� ��� 	�� ������
* �� �������.��� ���

�� 	�� ����� �1!���$ ��� ���!�	��� �� #��$ ����� ��	���* ��������	�	�����

0�



������ ��	 
 ��
����� �� ��� ������������ ��������� ��������� ��������� �� ���������� ������
��� ��� �������� � ������� ������ ������ ��� ���!���� �� ���� ���� ������ ��� 
 ������
������ �� ���!���� �� �������� ��� �������������� ��� ���� ���"�� ������������� �� � ����
���� ������������� �� ��� �������� ���!���� �� ��������� �� ��������� ��� ���� ��
����"
�����#������� ����� ���� ����� ��� $�
����" �����#������� �� � ������� ����� ���%�#
���� �����#�������� ��� ��� ���"�� ������������� �� ��� ��
����" �����#������� ��������
���� ���� ��� &������� �������� ����������� ���
��� ���������%� ���� ����� ����� ��� ���
��� �������� �������� ��� U1� ��� ��� �������� ��������� ������������� ���  ����� �����
����������

��� ���������� ��������%��' ������ ��� ������� �� �� (��������������'� 
���� ����� ����

��� ������������� ��������%��' �������� �� ��� ������ �����)�����' 
����� ��� ���
��" �������

���������� ��� ������ ���
��" ����� ��� �� ����������� �' � ������ ��!�����' �����# ������

�������� ��� ���� �����)���� ������������ ����� %������ ����� ��������

*� ���� �������� �
� ���������� ����� �� ��� ������������# ���!������ ��� ��������� ��

�������+� ��� ���������� ��������%��' ������� ���!������ �� � ������ �������� %������ ���

�,



���������	 �	 
 ��� �� ��	
��
� ��������

����� �����	
��� �� 
 ������ ������
� ��	
��

��� 
 
���	 ���� �	����
� (tk, tk+1) 
	� ��� ������ ��	��� �����	�� ��������	��	
 �� ����

�	����
� G(tk),G(tk + 1), . . . ,G(tk+1)� ��� 
�
� �� �� ����
�� ��� ����
�
���� �
� Θ ∈ R
N×N

����� ���� �������	�� ��
� 	������ ��
��� ��� ������ ��	���� ��������	��	
 �� ��� ����

�	����
� (tk, tk+1) �
	 �� ��������	 
� 
 ������ ��	��� � �
��	
 ��� ���� ���
��� �	��


����	� G′ ∈ R
N×N×(tk+1−tk+1)×S � 
	� ���������� ���	
 ��� ���� ������ ������������	�

U′(1) ∈ R
N×N ,U′(2) ∈ R

N×N ,U′(3) ∈ R
(tk+1−tk+1)×(tk+1−tk+1),U′(4) ∈ R

S×S � �����
�

�� !��
���	 ��"�

#	 ����� �� ����
��$� ��� ������� �	����
���	 �� %	� 
 
�	��
� �	���� ����� ����� %�� 
��

��������� ��� ������ ��	��� G′ ∈ R
N×N×(tk+1−tk+1)×S �� ��������� � ��� ��	
��
� ������

u′(4)l ��������	��	
 �� ��� lth �
�
��� ��	
��
� �
��� �	 ���� ����� &�������� �� ����
��$� ���

���� �	����
���	 �� ��� �������	
 ������ ��	���� �� �� ��������� �� ��� ��	
��
� ������ u′(3)k

��������	��	
 �� ��� kth �
�
��� ��	
��
� �
��� �� ��� ���� ����� η = G′ ×3 u
′(3)
k ×4 u

′(4)
l �

��� �
���� �� k 
	� l 
�� ���
�� ���
� �� 1 ��� �
 ��
	
� ����	��	
 �	 ��� �
�
�

����� �����	
��� �� 
 ��
 �� ������
� ��	
���

'�	�� 
�� �������� ������� ��� �
�� �
�� 
� ��� �
�� ����� �� 
����� ��
� ��� ��		������� 

	������� 
����� �������� 
�� ��	�����	� ��� 
 
���	 ���� �	����
�� (���	 ��� ���� �	����
�

(tk, tk+1)� 
�� 3��
 ��	���� G(t) �	 ���� ���� �	����
� 
�� �	������
�� ���� ���������� ���	


������ ������������	 
� )

G(t) = C(t)×1 U
(1)(t)×2 U

(2)(t)×3 U
(3)(t), *��+,

����� C(t) �� ��� ���� ��	���� 
	� ‖Cil=1(t)‖2 ≥ ‖Cil=2(t)‖2 ≥ · · · ≥ ‖Cil=N (t)‖2 ��� l = 1


	� 2� 
	� ‖Ci3=1(t)‖2 ≥ ‖Ci3=2(t)‖2 ≥ · · · ≥ ‖Ci3=S(t)‖2 
�� ��� ��	
��
� �
���� 
��	
 ���

-+



������ ��	 ��
���

�� �


�������� ����� �����������

 ���
����� �
������ ��������� �

��������

 ����	�

����� ���

�� �
� ����� �
��� �������������

�� ���
� ζ(t) = C(t) ×1 U(1)(t) ×2 U(2)(t)� ����� ����� �
 �
 �����
����� � ������




! "��#�� ���
��
����

 �� G(t) = ζ(t) ×3 U(3)(t)� $�� �
 ��� 
���
�

����� 
! U(1)(t)

�
� U(2)(t)� �� ��
 �

����� !�
� ‖Ci3=1(t)‖2 ≥ ‖Ci3=2(t)‖2 ≥ · · · ≥ ‖Ci3=S(t)‖2 ����

‖ζi3=1(t)‖2 ≥ ‖ζi3=2(t)‖2 ≥ · · · ≥ ‖ζi3=S(t)‖2 %&'(� "���� ��� �����
�
�

θ(t) = ζi3=1(t) =
S∑

s=1

U
(3)
s,1 (t)Gs(t), )��*+

����� θ(t) ∈ R
N×N � �� ��� !���
� ���� �������� �
�� 
! ��� �
���� 
! ��� ��������

 ������
�

���
�� ���,���� �� ���� t� ���������� ζi3=2(t) �������� ��� ���

� ������� ��
�
� 
! �
����

���
�� ��� ���,���� �� ���� t %&'� &&(� "�� �����
�
� θ(t) �� ��� �
��

 !�
���

�� �


��������

������
 ���
�� ��� ���,���� �� ��� ���� ���� t�

	*



������� ���� 	
�����
�����

����� ��� ��		���
�
�� 
	���
��
�	 ������ ��� �������� 
� ��

��
��� �	� �������	��� ��

� �
	��� ������	�� 
���
�� ��� 	������ ����� θ(t), ∀t ∈ {tk, tk + 1, · · · , tk+1} 	���� �� ��

��

��
��� ������ �

� 
��� �
��
	 ��� �������� ��	��
�	�� ��		���
�
�� ����� ���	���
��


	 ����� �� ���
�� ��� ����� ��		����
��

�
���� �� ��	������ � 3���� ��	��� Θ ∈ R
N×N×(tk+1−tk+1) ���
 ��� ��� �� 
���
���

θ(t) ∈ R
N×N � ����� ��� ��
�� 
��� 
� �

�� ��� ��	��� Θ 
� ����� ����
����� ��
	� ������

����
���
�
�	 �� ������� 

Θ = ϑ×1 Ū
(1) ×2 Ū

(2) ×3 Ū
(3) = ζ̄ ×3 Ū

(3). !"�#$%

��� �����	��� η = ζ̄i3=1 =
∑tk+1

t=tk
Ū
(3)
t,1 Θi3=t� ����� η ∈ R

N×N � �������� ��� �������

�
��	� �� �	���� ������ ��� �

� ������ ����� 
� ��	 �� ���� �� ��� ��

�	 ��	��
�	��

��		���
�
�� ����� ������ ��� �������� �	� �

� ����� �
��
	 ��� �

� 
	������ (tk, tk+1)�

����� 	���������� �������

��� �����	��� η �������	�� ��� ��

��
���
�	 �� ��	��
�	�� ��		���
�
�� ������ �������� �	�

�

� �
��
	 ��� �

� 
	������ (tk, tk+1)� &	 ����� �� ���������
�� ��� �' �
��
	 � ����� 
���

��	�
����� �� 	��� �� �����

	� ��� �
�	
(��	� ����� �� η� ����� � ��������
� ����
	� �	 η

����
	�� ��� ���� �

� 
	������ 
� ��)�
��� 
	 ����� �� 
��	�
�� ��� �
�	
(��	� ������ *
	��

��� �
������
 �� ��� ���� ������ 
	 η ������ �� �� ���� ����� �	� ��

���
�� �� ����
�

� +����
�	 �
���
���
�	 ��� ��� ���� ������ 
	 η !��� �
�� "�#$%� ��
� ����
��
�	 ��	 ��

���
����� ��
	� ,��
������-*

�	�� ���� ./0� 0$1� ����� ��� 	��� ��������
� 
� ���� ��� ����

������ 
	 η ��� ����	 ���
 � +����
�	 �
���
���
�	 ��

��� � ������ ��	 ���	 �� ���� �	

��� ����� �� η �� �����

	� ��� 
��� �
�	
(��	� ������ �
�� "�2 ����� �	 �����
�� �� ���

�������� ��

��
���
�	 �����
��
�

"$



����� �����	
	���

 ����
���	�

��� �����	
	���

 ����
���	� �� 	�� ��
��� ����	 ��	��	��� 

����	�� ������� ���	
� ��

	�� ����
���	� �� ���� ����� ���� �������� 	�� ���������	��� �� 	�� 	����� ��	� �
�����

�
��� �� ����� 	� ��� 	�� ��	��

 
�� �
��� ��	�� 
����� 	�
	 ���� ���������� 	�� 	�����

��	� I �� ����	 ��	� �� �
���� ��� ����
���	� �� �
�� ���������	��� ������� �� 	�� ��
��	��

�
��� ��� ��

 �
�� ���������	��� �
� 	�� ������	 �����	
	���

 ����
���	�! ����� �� ���



	� O
((

N+N+S
3

)4)
"#$%� &������� ��

 �
�� ���������	��� ��� 


 ���� �	��
	���� '	��

����	 �
��(! 	�� �����	
	���

 ����
���	� �� ���� �� 
	 ���	 ���

 	� O
(
I
(
N+N+S

3

)4)
�

)��� 	����� ���� ��������� �� ��������� ��� ����� 	��� �	��! ���� ��������� ��� 




	��� �	��� �
� *� �����	�� �� �
�


�
 ����� ���� ��� �
�� 	��� �	�� �� ����������	 ��


��	���� +���

�
�! 	�� �����	
	���

 ����
���	� �� 	�� ��

 ������ ���������	��� 
��

	�� (n̂, n̂, ŝ),�
�� ���������	���� 
�� O
((

N+N+S
3

)4)

�� O

((
n̂+n̂+ŝ

3

)4)
! ������	���
��

���� 	�� 	�	

 �����	
	���

 ����
���	� �� 	�� ��
��� ����	 ��	��	��� 

����	�� �	�� ��

O
(
(I + 1)

(
N+N+S

3

)4
+

(
n̂+n̂+ŝ

3

)4)
�

��� �����	
	���

 ����
���	� �� -. �	
	� ��������	
	��� ������	� �� 	�� �
�	�! �����,

	
	���

 ����
���	� �� ����
��/
	��� 
����� ��*0��	� 
�� 	���� )
�� ����
��/
	��� �	��

���
���� 	�� �����	
	���

 ����
���	� �� 	�� ������ ���������	��� 
�� 	�
	 �� 	�� ���,

0��	��� �	��� ��� �����	
	���

 ����
���	� �� 	�� ��
	��
��
	��� �� 
 �
	��� ��	� ��/�

d1 × d2 *� 
 ���	�� ��	� ��/� d2 × 1 �� O (d1d2) "#1%� ��� �����	
	���

 ����
���	� ��

������ ���������	��� 
����� ��*0��	� 
	 �
�� 	��� �	�� �� O
(
S
(
N+N+S

3

)4)
! 
�� 	�� ���,

��	
	���

 ����
���	� �� 	�� ���0��	��� �� ��*0��	� ��	� 
 ����
� �
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� ������� �
����� ���� �
�
���
� ��
 ���� ��������
 �
 ��� ���

� !� �� 
������
 ��
 
"
����
�
�� �
 ��
 	��	��
� �		������ # �
���� ����
�	������ �� �

������� �
����� ���� N = 64 ���
�� S = 32 ���$
���� ��� T = 128 ���
 ��
	� �� �
�
���
��

%�
 �����
 	����� ��
 &�
� �� t1 = 41 ��� t2 = 81�

������ ��
 ���
 ���
���� [1, 40]� ��� ���	�� �� 
��� ���
 	���� ��� ������ ��� ���$
��� ��


�
�
���
� ���� � ��� �����
� ��������
� %�
 &��� �����
� �������� �
 ���
� (1 − 48)� ����


���
� (49 − 64) �
���� �� ��
 �
���� �����
�� �����'�����
� 
��
� ���
 ����
� �
�� 
��


����
 ��� ���
� �������
 ���	��
� �� ���
�'�����
� 
��
�� %�
 �
����� �
 ��
 �����'�����
�


��
� ��
 �
�
��
� �������� 
��� N (0.2, 0.01) ����
 ��
 �
����� �
 ��
 ���
�'�����
� 
��
� ��


����
� �������� 
��� N (0.1, 0.02)� (�� �
 1128 
��
� ������ ��
 &��� �����
�� 500 �����&����


��
� ��
 �
�
��
� �������� ����� )'*#% ��������� +,-.� �� ���
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�� ��
 �
�
��
� 
��
�

�� �
 �����&������ ��	������� ��
 �
����� ��
 �
�
��
� 
��� N (μ, 0.01)� ��
�
 μ ∈ (0.2, 0.6)

��� ���
� �� ��
 �����'�����
� 
��
 ����
�� /��������� 50 ��� �
 120 
��
� 
��� ��
 �
����

�����
� ��
 ����
� �������� ����� )'*#% ���������� ��� ��
�� �
����� ��
 �
�
����
� ��

������ ������ ����
� 
��� N (μ, 0.01) ���� ��
 ���
 μ ����
 �� ��
 �����'�����
� 
��
��

��� ��
 ���
 ���
���� [41, 80]� ���
� (1− 16) �� 
��� ���
 ��
	 ��� 
�� ��� ���$
��� �
����

�� ��
 &��� �����
� ����
 ���
� (17−64) �
���� �� ��
 �
���� �����
�� %�
 �
����� �
 ��� �����'

�����
� 
��
� ��
 �
�
��
� �������� 
��� N (0.2, 0.01) ����
 ��
 �
����� �
 ��
 ���
�'�����
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� ��
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�
���
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 �
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�
��
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	� ��� �����
�� �� ��
� ���� ���� ��� 
	���� �� ����
����

����	� ������ 
�	� ��� ����������	� N (μ, 0.01)� ����� μ ∈ (0.2, 0.6)� ��� ������ ���� �	

��� ������
������ ������ ������ 
	� ��� �����
�� �� ��
� ���� ���� ������ ��� ���� ��������

[81, 128] ��� ��������� ������� �	 ��� ������ ������ ��� ���� �������� [1, 40]�

�	 �������� ��� ���
	����
� 	
 ��� ��	�	��� ���	����� ����� �������� 
	�����	��� 5

����������� ���� μ ������ �� ��� ����� (0.2, 0.6) ��� ���� ��
� ���������� �� ��������

400 ������ ��� ������ �	 �	��� ����	  !"#$ �� 
��
������ 
	� �������� ������ 	
 μ� �����

������ �	��� �� ������ �� ��� �	��� �	��� 	
 ��� ������
��� �����  N (μ, 0.01)$� ��� ���

�	��� �	��� �� ������ �� ��� �	��� �	��� 	
 ����� ��� ������
������ ������ %�� ns,(i,j)(t) ��

��� ��
&��	��� 
	���
������ �������� 	
 �����
� s ������� �	��� i ��� j �� ���� t� ���

ns,(i,j)(t) + fs,(i,j)(t) �� ��� 
	���
������ 	
 ��� �����
� s ������� �	��� i ��� j �� ���� t�

����� fs,(i,j)(t) ∼ N (μ, 0.01)� ����� !"# �� ������ ��

SNR =

1
STN2

∑T
t=1

∑S
s=1

∑N
i,j=1 f

2
s,(i,j)

(t)

1
STN2

∑T
t=1

∑S
s=1

∑N
i,j=1 n

2
s,(i,j)

(t)
,

����� S �� ��� �	��� ������ 	
 �����
��� T �� ��� �	��� ������ 	
 ���� ������ ��� N �� ���

������ �	����

����� ����	
��
 ������� ��
��� ����� ��������� ����� �����
�� ����
���

��� 
����� �	��� ����
��	� ���	����� �� ��� 	� ��� 400 ��������	�� 	
 ���� ������
 ����	�&

�	���� ��� ������ ��
�	�� v(t)� �
�	�� 400 ��������	�� ��� �������� 
	� ��
� μ� ��� ���&�

	
 ��� ������� ������
� ������
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	� ��
� μ ����
���� ��� 
����� �	���� �� ���� �� '��� (�(�

����� ����	
��
 ������� ��������
	 �������� ��! ��
�� ���"������ �� 
 ��� �#

�����	
� $������

��
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 ��� ����� ���� ��������� ���� ���� ����
��� �� ��� ������
� ������
� ������� ����

�������)�� ������������ �
�	�� 400 ��������	��� )����� ���� � ������� 	
 0.95 �� ���
	���� 	�

((



������ ��� 	
� ������� 
��
���� ��
����� �� �
� 
�������� ������� ��� μ = 0.90 ���
 ���
����
 �� t = 41 ��� t = 81�

	���� ��� 	
� ����� ����������� ��� 
�������� ������� �������
 ��
������ �� ������� ���

� ! −10.63�" −7.13�" −4.66�" −2.71�" −1.11�"

	��� � #$�

% 32.8% 17% 10.8% 10.2% 9.9%

	��� �� #���
� �����% 3.53% 2.41% 1.64% 1.46% 1.37%

�
� 
������&�� ����

� ����� �
� ����
�
 �� �
� ����
 ��� ��� ��������� ������ 
������&��

����' �
��� �
 �� �����������
 �� ������� η ��� 	
�������' �� ������� ���� �
� �������� ��

�
� �������� 
����(���� ����
 ���
�� ���
 ���� ��������' ��� ��������� �
� ����������� �� ����

� #���
� ��
�����% ��� � ) #���
� ��������% �����
 �������� ����

 ���
 �*���������� ���������'

(μ, σ)' ���� ��+����� � !
� 	
� ����������� �� ���� � �����
 �� �
� ������ �� �
�
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����(����

����
 �
��
 ��� ��� �������� �� �
� ����� ������ �� 
����(���� ����
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� ����������� ��

���� � ) �
 �
� ������ �� �������� ����
 �
��
 ������ �� �
� ���������� �� �
� ����� ������

�� ������ ����
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������&�
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� ��
���
 ��� ���
 � ! ������ )� ��� �� 
��� �
��

�
 � ! ������
�
' ���� �
� 
������
 �� �
� 
����(���� ����
' �
� ����������� �� ���
 ���� �

��� � ) �����
 ������
�
 �
 �*������ 
���� �
� 
����(���� ����
 ��� ��
��� �� ������ ���
 �����

�����
 �� � !� )� ��������' ��
� �, 
 ��� �*������ �� 
��� � � ! �� �
� ����� �� -�" ���

�
 
��
 ���� ��
��� �� 	��� ) ��� )) �����
 ����� 10%�
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 ��� ����
�� 	� ��� ��	�	��� ����	� 	� ��� ������	��
 �	���������� ����	���

�� ��	����� �	 ���
���� ��� ����	������ 	� ��� ��	�	��� ����	��� ��� ������������ �	�����

������ �������� �	� ��� ���� �� ���� ����� ��� �	��������� �� �	������� ��� �������� �� 

	��� �� ������� 	� !" ����
� ������� #! ������
� �� ��� ����� ���$����� ���� �	� �

 ����

%! ���	��� �	�����	����� �	 !&# ���� ����
��' ��� �

 ���(���� ����� �$� !�)
 ����
���� ��

G(t) ∈ R
62×62×91 �	� ��� ���	� ����	����

����� ����	
���
 ������	
�
	� ������ ��
�	 ��	��	
��

��� ��	 ��	�	��� ������ �	��� �������	� �
�	������ ��� ���
��� �	 G(t), t ∈ {1, 2, . . . , 256}�

������� ������ ��
�	 ��	��	
�� ��
�� �
�

��
	� ��	�
�

�� 	���� �	 ������ ��� ������ �	����
 ��� ������������ ������
 Gs(t), t ∈ {1, 2, . . . , 256}, s ∈
{1, 2, . . . , S}
 �	� �

 ���(���� ��� �

 ���� ��

 �� ������� �� � "��	�� ����	� G
 ����� ��
���	��	��� ����� ������ ���	��	����	� %�$� )�*'� ��� ����	+�����	� ����	�� Ĝ(t); t ∈
{1, 2, . . . , 256} ���� N̂ = 2, Ŝ = 3 ��� ���� �	 	����� ��� 256× 256 ����
����� �����+ Ψ� ���

�����+ Ψ �� �	������ ���� λ = 0.4 ��� σ = 2500 �� ��	�� �� ,��� )�"%�'� ��� ��
��� 	� λ

��� σ ��� ��������

� ��	��� �	 	����� ��� ���� ��������	� ������� �
�������

-��� ��� �����+ Ψ �� 	�������
 ��� �������
 ���� �	���� ��� �������� ����� ��� �������


�
�������� ���� K = 5� ��� ������ 	� �
������ K �� ��
����� ����� 	� ��� ������������� 	�

��� ����
����� �����+ ./"0� ��� �������� ������ �	���� ��� �� {−703,−375,−132, 188, 736}
���

��� ���� �������
 (−132, 188)�� �	�����	��� �	 �12 ��� �����12 ���� �������
� ���
�

��� ���� �������
 (188, 736)�� �� ��� 3� �� ������� �� ,��� )�"%�'
 ��� �	������ ���� 	� �12

�� ��� �����	�� �� �
	�� �	 188��
 ����� �� �� ��������� ���� ��� ��� �	��� 	� ��� ��������

�12 ���� �������
� ���� ����	� ��$����� λ ��� σ �	 �� ���������� ��������

��

)&



Ψ

S̄ = 40

91

106

106

{−859,−656,−180,−39, 55, 281, 469, 664} (−39, 55)
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�����
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������� �� ����� 
����� �������  ��� ������ ���� ��� ��"���� �� ������
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���� �� ���������� 
������� �� ��� ������ ����� ��� ���������� �����#� $������� ��
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���� �� ��
� ����� ����� ������ 	
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����� ������ 
���� �� ��
� ������ ��� ����
��� �� ���� ��� �����
������ �#��
� �� ��
���� ���

�������� ����� ������ 	
� ��� ����� ������ ��� ��������� �� ���
� �� ��� ��������  ���� ���

���
������ 
����
������ �� ���������� ���� ��� �������� ����� �� ��� ��� 	
� ������ %��
�

����� 
����� ������ ��� ��� �� ��� ���������� ���� ��� ����� �� ��� ��#�� ����� �� �� �����

���� ��������� ������� ���� ��� ���� 
�� �� ��������

&� ����� �� ���� ��� ���
�������� �� ������������ ������� 
������� �� ��� �����������

�����#������ �������� ��� ����� �������� ���� �� Gs(t), s ∈ {1, 2, . . . , S} �� ��
����'�� ���

��
�������� �
���� �����
�� �� ���� � �����#�  ��� ���
��� �� �������� ��� ��� ���� �����

�� ���� T �����
��
����
������ �����
�� �� ��'� 1953× 91 ��� �������� ������� �� ()*+� %,-

�� ��������� �� ��� �����
�� �� ��
� ���� ���� ������� �� ��� ������ ������
� �������

�����
� ��������� .� ������� ���� �� ��
� ���� ����� �� ���������� ����� ��� 
����# ����

���������� /���� ��� ���� �� ��
� ����� ��� /�������� ������
� ������� 
����
����� ����

����� �� 
�������� 0��� *�) ����� ��� /������� ������
� ������� 
����
����� ���� �����

����� �� %,- ��
���������� �� ��� ��
����'�� ����
��
� �����
��� ��� ����� �� ��� ������

�����
���� ������ �� &� ��� ����� 
������������ �� %,- ������� � ��� 
����� ������ ���

�������� ����� ����� ��� ��� 
���� �� '��� 
���������� �� ��� ��������� �� 	
�� $�������

����� 
����� ������ ��
� �� ��� ��� �� 	
� ��� ��� ����
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���� �� %,-
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������ �� ��� ������� ����
���� ���� ���� �������� 
����� ������ ������

����� ���� �� ���� �#�������� ������ �������� �� �����
�� �� ��� ���������� ��� ����� ���
������
�� ��� ��� ������ ��
�����  ��� �� ��� ��� ������ ����� ���� ��� ��� ������ �����
����
�� �������� ���� 0��� *�1*
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��� ���� 	� 
� *�� 
�� ���"�	��
 ���
�� Θ ���� 
��
 
�� ����� ��
���� 
�� �	���� X ���


�� ������ ��������
�
	�� ΦΘ 	� �	�	�	$���

+�



Θ̂ = arg min ‖Θ‖0 �.t. ‖X−ΦΘ‖ ≤ ε. �����

���	� ε 
� ��� �
��� 
� ��� 	��
��	� �		
	� ��� 
��
�
���

� �	
���� 
� ��� ��� 
� �0��
	�

�
�
�
���

� �	
���� ��
�� 
� �����	� ��� �
���
��� � ��� �0��
	� �
�
�
���

� 
� ����

���� 	��� �� �
 �1��
	� �
�
�
���

� �	
����� !
����	" 
� 
	��	 �
 ��#� ��� 
��
�
���

�

�	
���� �
	� $���	�� ��� %� 
���" λ− �eighted �1��
	� �
�
�
���

� �	
���� 
� �	
�
���

&'(�" ')*+" ��,

Θ̂ = arg min λc‖θc‖1 +
J∑

j=1

λj‖θj‖1 �.t. ‖X−ΦΘ‖ ≤ ε, �����

���	� λc, λj ≥ 0 �	� ��� ��
$��� 
- �
��
� ��� 
��
���

� �
��
������ .� &'(�" ')*+" 
� 
�

��
�� ����	
����� ���� ��
� �
�
/���

� 
��	
��� ��� ��	-
	����� 
- ��� �
$��� 	��
��	��

��� ��
$���" λj�" -
	 ��� 
��
���

� �
��
����� �	� ������� �������� �
 �� ��� ����� 0
��
��

�
�� 
- $���	��
��" λj� �	� �������� �
 �� ����� �
 
�� ��� ��� 
��
��� ����� 
- λc 
� ����	�
���

����	
����� &'(�+� ��� ���
����� �
�1�
����" Θ̂" �	� ���� -
	 ��� ���	�� 	��	�������

� 
-

��� ��� 
- �
$����" 
	 -
	 	��
��	
�$ ��� �
��
� �
��
���� zc�

��� ������	
�	�� �

� ����� ��	�����

����� ����	�
��
	� 
��� �����

��� 2

�� ���	�
�� �
��� ������� -
	 ��� ��� 
- �
$����" Λ = {xj ∈ R
N ; ∀j ∈ {1, 2, . . . , J}}"


� 344." �� 
� ��� ��'� .� ��
� ����
�" 
� 
	��	 �
 ��#� ��� �
������

� -����	" �� ��	�
�

�

��� ��� 
- �
$����" Λ" 
��
 Γ �	�
�	�	�" �
��
��	����
�$ �������" Λγ " ���� ����,

Λγ ⊂ Λ γ = 1, 2, . . . ,Γ,

Λ =
⋃Γ
γ=1 Λγ ,

Λi
⋂

Λj = ∅ -
	 i �= j.

���5�

��



���� ��� ��	
�� 
�����

 �
�����
� �� ����	����� ��� �	
 ����� ������� 	
� �������� ����

�� ��	
���� �� ������� ������

��� ����	�� xj ∈ Λ �	�� 	 ������ ���������� zc� ��� �� ��� ����
�����	� ��

��	�����

����� �����
� 	�� ����	�� ������ �	�� ������ xj ∈ Λγ ⊂ Λ 	��� �	�� ��� �	�� ������

���������� zc� !� 	�������� ��� ����	�� ������ �	�� ������ �	
 �	�� 	�������	� ����
�����	�

��

��	����� ����� ��	�� �� ��� ������ ��������� ������ ��� ������ Λγ � "���� ���� �����

�������� 	 ����	� ������ ��������� zc ∈ R
N � 	 ������#������ ������ ��������� wc,γ ∈

R
N � 	�� 	 ������#������ �����	���� ��������� wj ∈ R

N � 	�$

xj = zc +wc,γ +wj %�
 xj ∈ Λγ . &��'(

uγ = zc + wc,γ �� ������ 	� ��� ������ ��������� �% ��� ����	�� ������ ��� ������

xj ∈ Λγ ����� zc �� ��� ����	� ������ ���������� �����	
�
� zj = wc,γ + wj �� ���

����	� �����	���� ���������� ����� �� 	����� ��� �	�� )���� ��	
���
 ����� 	� * � ��+� ���

������ 	�� �����	���� ���������� 	
� ��	
�� �� ��� ���� �% �	���� φc 	�� φj � 
����������
�

	�$

uγ = φcθuγ ; γ = 1, 2, . . . ,Γ,

wj = φjθwj ; {j|xj ∈ Λγ},
&��,(

���
� θc 	�� θj 	
� ��� ���-����� �����
�� ���� ‖θc‖0 = Kuγ 	�� ‖θwj‖0 = Kwj � .��� ��+

����� ��� /����	
� �% 0����!�

����� ����	
 ��
�����

"�� ��	� �� �� ���
	�� ��� ������ ��������� zc ���� J �� �	
��� .�
��� ��� ������

��������� �% �	�� ������ Λγ �� ���
	���� �����	
 �� ���! ����� 
�����

 ��
���� l1���
�

������1	���� 	���
���� �
 ��	
����� %�
 ��� ���������� ���� ��� ��	
���� ���-����� �����
�

	�� ������� �

�
� ��� ����	�� �% ��� ������ Λγ 	
� ��	�2�� �� %�
� 	 �����
 	� %������$
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������ ��	 �
��
���� �� ��� �������� ������� ������
��
�
 ���� ����
 ��� ��� �������

Xγ = ΦγΘγ , Λγ = {xl1 ,xl2 , . . . ,xlγ̄},

Θγ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θWγ

θwl1

θwl2
���

θwlγ̄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Xγ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

xl1

xl2
���

xlγ̄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
, Φγ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

φc φl1 0 · · · 0

φc 0 φl2 · · · 0

���
���

� � � � � �
���

φc 0 · · · 0 φlγ̄

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

�����

����� {l1, l2, . . . , lγ̄} �� ��� ��� �� ����
�� ��� ��� �����
� �� ��� γ�� �� ���! ��� γ̄ �� ��� ��� ��
�� �����
� �� ��� γ�� �� ����

"�� 
����� 
�������� ��� ��� γ�� �� ���! uγ ! �� ��������� ����� ûγ = φcθ̂uγ �������

��
#��� ��� ��

����� ������$����� �%�������

Θ̂γ = arg min ‖Θγ‖1 �.t. ‖Xγ −ΦγΘγ‖ ≤ ε. ���	&�

'�
� ��� 
����� 
��������� �� �

 �� ���� uγ ; ∀γ ∈ {1, 2, . . . ,Γ} ��� �(���
���! ���)

��� 
��������� �� � ��� ��� �� *����
) ������ �����
� ���� ��� ���� ����
� ûγ = zc +wc,γ !

����� zc �� ����� 
����� 
��������� zc �� ��
�#���� ������� ������� l1+���� ������$�����

�
��������

,���� ��
�#����� ��� 
����� 
�������� zc! ��� ������ �������������� �� ��� ����#�����


���������! zj ! ��� ��������� ������� � ����
� �����
 ��
�#��) ��� 
���

-.



θ̂j = arg min ‖θj‖1 �.t. ‖(xj − zc)− φjθj‖ ≤ ε. ������

��	 
�	��
�
�	 
� ��	 ��	��������� ���� �
�	� �	�
�	�� �� 
�	�	��	� �� ���
����� ��

��������	 
���
 ��	��������� ���� �
�	� �	�
�	��

�� ������ {x1,x2, . . . ,xJ}� φc� {φ1, φ2, . . . , φJ}� ��� Γ�
�� ������� ��� 	
��
� 	
��
���
 zc� ��� 
�� ���
��
�
� 	
��
���
� {z1, z2, . . . , zJ}�
�� ���
�
�
� J ������� ��

 Γ �
��
���������� ��
����
�� �	
 γ � ��Γ �	

�� �
� ��	� ���
�
�
� �
�� 
�� ����� ��
��� �Φ ∈ R
Nγ̄×(γ̄+1)N � ��� 
�� ������ ��	

� �X ∈

R
γ̄N×1� ��  !� "�# ��
� 
�� ������� �� 
�� γ
� �����
�

�� $
��� l1��
�� ������%�
�
� ��  !� "��&�

�� '�����
� ûγ = zc +wc,γ = φcθWγ ��
� 
�� ��	
����� 	
�(	���
� Θ̂γ �

�� ��� �	


	� �
�� Φ ∈ R
NΓ×(Γ+1)N ��� X ∈ R

NΓ×1 ��
� ûγ ∈ R
N×1 �
� γ = 1, 2, . . . ,Γ�


�� $
��� l1��
�� ������%�
�
� �
� 
�� ��) ��
 
� ������� 

 ��	
��� zc ��
� ûγ��


� *�	
��� 
�� ���
��
�
� 	
��
���
� 
� 
�� ������� �����  !� "���


���� ������ ���������

�� 
��	� �
 ��
�	�	�� ��	 
�


�	� ���
����� ��	 �	� 
� J ������� ��� �
 !	 �
��� ���
 Γ

��
�
�� �	�	 "	 �
 �
� �����	 ��� � ������ ���
�����
� �	������� ��
�
��� ��	 ��������

���		� ��	�	 �� �
 �		� �
� ��	 �	� 
� ������� �
 !	 
������
�	� �� � �
	��#� ����	�� ����
�

��
�
��� 
� ��	 �	� 
� ������� ���
 Γ ��!�	�� "��� 	$��� ��%	 �	��� �
 ��	 ���	 �	������ &	

���������	 ���� ���
��� �� 	'��
�	�

(����	 "	 ���	 � �	� 
� 4 )
����� �
���	 ������� Λ = {x1,x2,x3,x4}� *�� �
�� �� �


#�� ��	 )
��� �
���	 �	
�	�	�����
� 
� ���� �	� 
� �������� (����	 ��	�	 �� �� ���	�+������

�
��	����
� ���
�� ��	 "�
�	 �
��	���
� 
� ������� "���� �� ��	 ��
!�� �
��
� �
�

�	��

zc� �� ������
� �����	 ���� ��	�	 �� �� ������
��� "�����+��!�	� �
��
� �
�

�	�� wc,1 

!	�"		� x1 ��� x2 "���� �
	� �
� 	'��� !	�"		� ��	�	 �"
 ������� ��� ��	 �	������� ������� 

x3 ��� x4� ,
�	 ���� ���� �
��
� �
�

�	�� ��� ���
 !	 	$��� �
 %	�
� ��������� ��	�	 ��

��
��	� "�����+��!�	� �
��
� �
�

�	�� wc,2 !	�"		� x3 ��� x4� �
"	�	� �� 
������	 

"	 �����	 ���� "	 �
 �
� ���	 � ������ ���
�����
� �!
�� ��	 ��������	 
� ��	 ��
�
��� ���

-.



��� ��������	�
� �
����
��
��� ��� ��� 
� ��	�
�� �
� �� ������� �� ����� 
� ����� �
��
�����


� �
��
���

x1 = zc +wc,1 +w1,

x2 = zc +wc,1 +w2,

x3 = zc +wc,2 +w3,

x4 = zc +wc,2 +w4,

������

����� {w1,w2,w3,w4} 
�� ��� ���
�
��
� �
��
����� 
� ��� ��	�
��� �������	 ��
� ���
�
��
� 
�� ���
�
��
� �
��� 
�� 
���
	
�
��  !����� �
� �� ��������� 
� �
��
���

x1 = φcθc + φjθc,w1 + φjθw1 ,

x2 = φcθc + φjθc,w1 + φjθw2 ,

x3 = φcθc + φjθc,w2 + φjθw3 ,

x4 = φcθc + φjθc,w2 + φjθw4 .

����"�

#����� 
����� ��
� �� �
��
��$ �
�����
� ����� �
�� ��	�
�� ���
 ��
 ������� ���� ��
�

Λ1 = {x1,x2} 
�� Λ2 = {x3,x4}� ��� �
��
� �
��
����� 
� ��� ������� ���� ���� �� �
���
���
�	� ��	
����� � 
�

u1 = zc +wc,1 = φc

(
θc + φ−1

c φjθc,w1

)
︸ ︷︷ ︸

θu1

,

u2 = zc +wc,2 = φc

(
θc + φ−1

c φjθc,w2

)
︸ ︷︷ ︸

θu2

.

%$ �
��������	 {u1,u2} 
� 
 ��� ��� 
� &
����$ ��
��� ��	�
��� ��� �
��
� �
��
���� 
�

{u1,u2} �� �'��
���� 
� zc = φcθc� ����� �� ��� �
��
� �
��
���� 
�
�	 
�� �
�� ��	�
���

(�'�� ���)� 
����� ��
� ��� �
�� ��	�
�� 
�� �
��
��$ �
��	
��*�� ���
 ��
 ��+����� �������

Λ1 = {x1,x3} 
�� Λ2 = {x2,x4}� ���� ��� �
��
� �
��
����� 
� ��� ������� ���� �� �
���

� u1 = zc = φcθc 
�� u2 = zc = φcθc� ,� �� �
������� 
 ��� ������ 
� &
����$ ��
��� ��	�
��

��
� u1 
�� u2� ����� �
��
� �
��
���� �� �
��
� 
�
�	 
�� �
�� ��	�
��� ����� �
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������ ��� ��� 	
���
	 ��� �������
���� ��� ��������� ������ ��������� 
	 ��� ���� ����

zc� �� ����� 
	 �� 
�����	
���
 �����
��
�� �
��
� ��� 	��	��	� 
��� wc,1 = wc,2 = 0� ���

������ ��������� �� ��� 	��	��	 �������
�		 �� ��� ����
�
��
��� ��� u1 = zc ��� u2 = zc�

����� �����	
	���

 ���	

��� �����	�� �
���
��� 
	 	
��
�����
� ��	��� ���� ��
	�
�� 	
��
������	 	���	� �����	���

���
�� �
���
���	� ���� ��� ��� ��������
���
 ��	� ��
�
� ������	 ���� ��� �
���
���

�	�� 
� 	�
 
�� ��� ���
�
���
�� ����
��� ��� ���
�
���
�� ����
��	 ��� �� 	�
 �� �������

�
���� ���  ����������
� ��
�
�

���
�� �� ��	� ��������	 !"#$�

��� %&&� ����
 ���� ��� �� J 	
���
	 �
�� N 	���
�	 ��'�
��	 � JN × (J + 1)N �
��

�
������ Φ̃� �� �� ��
�
�

�� �� � (J + 1)N ��
���	
���
 ���(�
���  ����� Θ� ��� ��	� ��

��
	  ����������
� ��
�
�

���
�� 
	 ϑ = O ((J + 1)Nlog ((J + 1)N))� ��� ���	�� �
������
�

��
 %&&� ����
 ���� ��� 
	 ��
� �� ������ ��� ��������
���
 ��	� 	
��
�����
� 
	 ���� 
�

	�

�	 ��� �
��
����� �� Γ ����
��	 	� ���� ��� ���
�
���
�� �
���
��� 
��)	 ��� ��� 	���	�

�����	�����
�� �� 	
���
	 � �� � 	��

�� 	�� �� ��	�	�

�� ��� ���	� ��	� 	�����
�� %&&� ����
 ���� ��� ������ 
��
������� �	
�� ��� l1�����

�
�
�
���
�� ��	�	 I
(2(J+1)N)3

3 +O(J(J + 1)N2)� ����� I 
	 ��� ������ �� 
�����
��	 ���

�		���� �� �� ���� ��� �

 ��	�	 !"#$� ��� �� ������ �� �
������
��
 %&&� ����
 ���� ���

������ 
	 ���� 
� ��� �� 
��
������� ������� ��
�
�
� 	���	� ��� ��� J 	
���
	 ��� ��

����
�
���� 
��� Γ �����	� �� ��� ��

��
�� ���
 ��
��	� �� �


 �		��� ���� ��� 
� �
 ��

����
�
��
�� 
	 ���'���� �� ������� ��� *�
�� 	���	� ���� ��� �� 	
���
	� ���� ��� ������

���������	 �� Γ �����	� zc + zγ � ��� ��
��
���� 	�������
� 
� ��� ��	� 	���� ��� ��� �
���


������ ���������� zc� 
	 ��������� ���� ��� Γ �������	 �� ��� ��	� 	����� +��� �����

�����
�	 J
Γ 	
���
	 
� ��� ��	� 	����� ,	
�� ��� l1����� �
�
�
���
��� ���� ����� 
� ��� ��	�

	���� ��'�
��	 I

(
2(JΓ+1)N

)3
3 +O(JΓ(

J
Γ + 1)N2) ��
�
�

���
��	 �� ��	�� ���	� ���
�
���
��

����
��	 ��� 
���������� �� ���� ����� ��� ���	 ��� �� ��������� 
� ����

�
� �� ���
�
���
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��� ������ ��	
� ���� �� ��
���� �� I
(2(Γ+1)N)3

3 + O(Γ(Γ + 1)N2)� ��
�� ��� ���	� ����

�
�	����	� ���� ���
���� �� ������� ��� ����� ������ ��������� 
���
 ����	�����	� ����

����� �� 
���� ��
���� ��

I
(2(J+Γ)N)3

3Γ3
+ I

(2(Γ+1)N)3

3 +O
(
N2 J

2+Γ(Γ3+Γ2+J)

Γ2

)
. ��� �!

"�� ����	���� ���#� �
����� ��	� $� �	�� J = 20 ������� ��	��� ��
�	�� $��� N = 256�

���� ����� �������� $��� l1����� ������%	���� ����� I4.14× 1011 +O(2.75 × 107)� �& $�

������ ��� ��� �& ��
�	�� ���� Γ = 4 
��
��� ���� ���� ������� I4.43× 1010+O (
3.28× 106

)
�

��� ����
�	����	� ���� �& ��

�	� ���������	���� �� 9.36 + O(8.4) ����� 
��	��� ��	� ���

����	�����	���	��� ���������	����� $���� �� ���� ��	� 10 ����� ���$���

'���
 ()* &�� ��� �� ����� ������%	���� $��� ���
�� �� 	 ����
�	����	� ���� �&
4(JN)3

3 +

N3J2(J + 1) + O (N(J + 1)) &�� ���� ����� �������� +,-.� ��� ����	�����	� ���� �����

�������� �	��� �� ()* �����
4(JΓN)3

3 +N3 J2

Γ2
(JΓ +1)+O

(
N(JΓ + 1)

)
�� ��� /��� ��	
� 	��

4(ΓN)3

3 +N3Γ2(Γ+1)+O (N(Γ + 1)) �� ��� ������ ��	
�� ��
�� ��� ���	� ���� �� 4J3+Γ5N3

3Γ2
+

N3

Γ2
(J3 + J2Γ + Γ5 + Γ4) +O (N(J + 2Γ + 1))� �	��� �� ���$� ��� ����
�	����	� ���� &��

���� ����� �������� 	�� ������ ����� �������� &�� ��0����� �	�
�� �& N 	�� J � 1���

J = 8 	�� ����� �� ���� ��� �
���� Γ = 1� 	�� ��� ����
�	����	� ���� �& ���� ��������

����� 	�� ������ �������� ����� 	�� ���� ������ ��$����� 	� J �����	���� ��� ��0������

���$��� ����
�	����	� ���� ������� ���� 	��	�����

�	��� �� ��� ����
�	����	� ���� �& ���� 	�� ������ �������� ����� 
���
 ()* &��
��0����� �	�
�� �& J 	�� N � ��� �
����� �� ��� �
���	��� ���$ ��� ����
�	����	� ����
�& ���� ����� �������� 	�� ��� �
����� �� ��� �������	��� ���$ ��	� �& ������ �����
���������

N

J
Γ 8/1 16

2
32
4

64
8

128
16

128
2.64e9+O(1.15e3)

1.21e9+O(1.41e3)

2.06e10+O(2.18e3)

3.66e8+O(1.66e3)

1.62e11+O(4.22e3)

3.13e8+O(2.18e3)

1.29e12+O(8.32e3)

1.60e9+O(3.20e3)

1.03e13+O(1.65e4)

1.20e10+O(5.25e3)

256
2.11e10+O(2.30e3)

9.70e9+O(2.82e3)

1.65e11+O(4.35e3)

2.93e9+O(3.33e3)

1.30e12+O(8.45e3)

2.51e9+O(4.35e3)

1.03e13+O(1.67e4)

1.28e10+O(6.40e3)

8.24e13+O(3.30e4)

9.60e10+O(1.05e4)

512
1.69e11+O(4.61e3)

7.76e10+O(5.63e3)

1.32e12+O(8.70e3)

2.34e10+O(6.66e3)

1.04e13+O(1.69e4)

2.00e10+O(8.70e3)

8.27e13+O(3.33e4)

1.02e11+O(1.28e4)

6.59e14+O(6.60e4)

7.68e11+O(2.10e4)

1024
1.35e12+O(9.22e3)

6.21e11+O(1.13e4)

1.05e13+O(1.74e4)

1.88e11+O(1.33e3)

8.32e13+O(3.38e4)

1.60e11+O(1.74e4)

6.61e14+O(6.66e4)

8.19e11+O(2.56e4)

5.27e15+O(1.32e5)

6.15e12+O(4.20e4)
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�����
 ������
 �
 ��	���� ���� Γ �������� ����� 
���
� ����	��
 �������
� ���
 ������
�
 ���

�����
�������� ������

�

����� �� ���� �� ����	�� Θ ���� ��� ��
��	����� 	����� X� �� �
 
���� �� !" ����

��� �����
�������� ����� ���� ��� l1#���� ������$����� �������

��� ‖Θ‖1 ���� ‖X− ΦΘ‖ ≤ ε

�
 ������� �
%

‖Θ̂−Θ‖2 ≤ Cvε, &'��()

����� ��� ���
���� Cv ������
 �� δ4v ��� 4v#��
������� �
�����
 ���
���� �� Φ�

*���	��� ��
� 
�����
 ��� ��� �+����
 
���
�� ������ �����+������
 
���
�� ,�� ���-�����

	����� Θ �� 
��� 
�����
 ��� �� ��������� ���� ��� v �����
� ���-�����
� Θv� ,���� ��� �����

����� ��� ��� �����+������
 
���
� 
�����
 ������
%

‖Θ̂−Θ‖2 ≤ C1,vε+ C2,v
‖Θ−Θv‖1√

v
. ������

���	 
��
� �
���
�� ��
 ��

�� ��� ���������� ��
���
��� ������� ������ ��
 l1����


����
������� �����

� ����� 

��� ��
 �
���� Θ ���� �
� ��
 �����
 ��
!��
��� �" ��� ��#�����

$� �� ��
 
���� �� �� "�� ���	 
��
� �
���
�� ��� �
 ��
� �
� �� �
�
� �" ��� ��
���
����

zc� wc,γ ��� wj �  ���# %&� ������ ��'

‖Θ̂−Θv‖1 =
∑N

k=1 |zc[k]− zc,v[k]|
+

∑Γ
γ=1

∑N
k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|+

∑J
j=1

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|,

����(�

��
�
 �
 �
)�
 ��
 �� ����
� �
���� Θv �� � �
���� ���� Jv ����
�� 
�����
�� %��� ��
!��
��

�
���� �� Θ̂ ����
�������# �� J ��#���� ��
 �� ����
�  ���# ��
 v ���#
�� ��� 
�� $�
 �� ����
�

�*



������ Θv �� �	�
� ���� �
��� J ��	������ ��������� �������� �
� 	���� ��	�� ��� ����

�������� ����
 ���

‖Θ̂−Θ‖2 ≤ C1,vε+
C2,v√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]|

+
∑Γ

γ=1

∑N
k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|+

∑J
j=1

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|

)
.

������

�� ����� �� ��
�	
��� �
� 	���� ����� ��	�� �� �
� 
������
���
 ���� ����
 �������� 

!� ��������� �
� ������� ���� Γ �	������ "��
 �	���� ��#	���� � l1$���� ������%����� ����$


�� ��� �
� &
���
 ������ ��������� �� ��������� �
��	&
 ����
�� l1$���� ������%�����

����
�� !
��
 
���� �� � ����
 �� Γ + 1 ������%����� ����
����

������� �� '��	�� �
�� X = ΦΘ �� � ������ �� J (����
� ������ ��&��
� ��

�!��& �
�

��&��
 ����
 �� "#� ��) !
��� Φ �� �
� ���������� �	�
� ���� φc ψi� ��� φj�� Φ 
��

v$���������� �������� �������� δv ��� ‖X − ΦΘ‖2 ≤ ε� �
�� �
� ����� ���� �� �
�


������
���
 ���� ����
 ���������& �
� (����
� ������ �������������� �� J ��&��
� �� ��	����

���

‖Θ̂−Θ‖2 ≤ C1,vε+
C2,v√

v

(
2
∑N

k=1 |zc[k]− zc,v[k]|
+2

∑Γ
γ=1

∑N
k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|+

∑J
j=1

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|

)
,

����*�

!
��� C1,v ��� C2,v ������ �� δ4v +�,-.�

����� �

/�

�!��& �
� 	���� ����� ��	�� �������� �� "#� ���- �
� 	���� ����� ��	�� ��� �
� γth

�	���� ���

‖Θ̂γ −Θγ‖2 ≤ C1,v,γε+
C2,v,γ√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]|

+
∑N

k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|+
∑

j∈γth ������

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|

)
.

���,0�

�
� ��������� C1,v,γ ��� C2,v,γ ������ �� �
� v$���������� �������� �������� δv,γ  ��

�
� �����1 Φγ � ����� Φγ �� � �	������1 �� Φ �
� ��
������
�� ���!��� �
� 
���
 ��������

-2



δv,γ ��� ��� ��	
�� ��	
���� δv� ��� v����������� ��	
���� �	������ 	� ��� 
����� Φ� �� ��

�	��	�� ������

δv = sup
γ

δv,γ . ������

 �����	��� �� ��� �	���!�� �����

‖Θ̂γ −Θγ‖2 ≤ C1,vε+
C2,v√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]| +

∑N
k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|

+
∑

j∈γth �ubset

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|

)
∀γ ∈ {1, 2, . . . ,Γ}.

������

"���� ����!������ ��� �#���� ��#���������	� 	� Γ �!
����� ��� ���� l1��	�
 	#��
�$���	�

���# %��� ��� �	

	� #��� �
	�� ����� 	!�#!���  �� ���	&��� ���	� ��	
 ���� ���� ���# ��

����!����� ��
������ !���� '(� ���)� �� �	��	���

‖Θ̂c −Θc‖2 ≤ C1,vε+
C2,v√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]| +

∑Γ
γ=1

∑N
k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|

)
.

����*�

 �����	��� ��� �	��� ���	&��� ���	� �	� ��� #�	#	��� ���	����
 �� 
	!���� 
��

‖Θ̂−Θ‖2 ≤ C1,vε+
C2,v√

v

(
2
∑N

k=1 |zc[k]− zc,v[k]|
+2

∑Γ
γ=1

∑N
k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|+

∑J
j=1

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|

)
.

������

�

+	
#����� ��� ���	� 
	!��� 	� ,++- ��� ������������ ,++- 
	��� ���	&��� �� '(� ���.

��� '(� ���/ �
#�� ���� ��� !##�� ���	� 
	!�� 	� ������������ ,++- 
	��� ���	&��� �� ������

���� ���� 	� ,++- 
	��� 
�
C2,v√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]|+

∑Γ
γ=1

∑N
k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|

)
�

0	�� ��������� 1������ ��� �� ���.� #�	#	��� 2��!����$�� 3���	�	��� 0������� 4!��!��

�2304� �	 %�� � �#���� ��#���������	� 	� ������� ���� � ������� ���	� 
	!���  �� ���	�
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	��� ���	&��� ���� 2304 ���	����
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�	�
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‖Θ̂−Θ‖2 ≤ C
√
log v

(
‖ε‖2 + 1√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]|

+
∑Γ

γ=1

∑N
k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|+

∑J
j=1

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|

))
,

������

��	
	 C �� 
 �����
��� 
�� ε �� ��	 ����	� ����� �� �	
� �� ��	 ����	�	�� ����
�����

������� �� �����	 ��
� X = ΦΘ �� 
 �	���
 �� J ������� ��

�	 ����
�� ��������� ��	

����
� ���	� ��  !� ��"� ��	
	 Φ �� ��	 �������

� #���� �
�� φc� ψi�� 
�� φj�� $�	�� ��	

	

�
 �
�	 #� ��	 ��	


����
� %&' 
	���	
��� ��	 ������� ��

�	 
	�
	�	��
���� �� J ����
��

����� ()*+ 
���
���� �� #����	� #��

‖Θ̂−Θ‖2 ≤ C
√
log v

(
‖ε‖2 + 1√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]|

+
∑N

k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|+1
2

∑J
j=1

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|

))
,

����,�

��	
	 C �� 
 �����
��� 
�� ε �� ��	 ����	� ����� �� �	
� �� ��	 ����	�	�� ����
���� -.�/0�

����� �

$�	 ���	
 	

�
 #���� ��
 ��	 γth ��#�	� ���

‖Θ̂γ −Θγ‖2 ≤ C
√
log v

(
‖ε‖2 + 1√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]|

+
∑N

k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|+
∑

j∈γth �ubset

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|

))
.

����"�

���	
 �
����
���� ��	 ��

�	 
	�
	�	��
���� �� Γ ��#�	��� ��	 �
�� l11��
� �������
����

��	� 2��� ��	 ������ �

� 
���� ��	�
 �������� $�	 
	���	
� 	

�
 �
�� ���� �
�� ��	� ��

�
����
�	� �����

�� 
� ��������

‖Θ̂c −Θc‖2 ≤ C
√
log v

(
‖ε‖2 + 1√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]|

+
∑Γ

γ=1
∑N

k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|
))
.

����/�

$�	 ���
� 
	���	
� 	

�
 �� 31'&&4 ���	� 
	���	
� �
����
�	� ����� ()*+ �� #����	�

#��

‖Θ̂−Θ‖2 ≤ C
√
log v

(
‖ε‖2 + 1√

v

(∑N
k=1 |zc[k]− zc,v[k]|

+
∑N

k=1 |wc,γ [k]− wc,γ,v[k]|+1
2

∑J
j=1

∑N
k=1 |wj [k]− wj,v[k]|

))
.
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�
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�������

�� 	
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 �	 !���
��� � ��� 	� ���
�� ��!���� ���� ����
���!��� �	

�����	�
 ��� �	��	� ���

���	����	� �	��	����� 	� ��� "	��� ���
���� �	��� #$%� &��' �
� �
����� ����
������ (	 �
����

��� ���
�� �	��	� �	��	����
 ��� �	����	� 	� ��� �	�)�
	 ���
��� 	� ��� �	�*����� ����	

 θc


�
� �������� 
���	��� ���� ��� ���
���� Kc ∼ Binomial(N, pc =
1
5)� (�� ����� 	� ��� ��������

�	�)�
	 �	�*������ �
� ��	��� �
	� N(μ, σ)� +�( ,���� �� ��	��� �� ��� �	��	� �	��	����

,����
 Φc ∈ R
N×N � (���
 ��� �	��	� �	��	���� �� 	,������ ��
	�!� zc = Φcθc� ������
��


��� �	����	� 	� ��� �	�)�
	 ���
��� 	� ��� �	�*����� ����	
� 	� ��� ���	����	� �	��	�����


θj , ∀j
 �
� ��	��� 
���	��� ���� ��� ���
���� Kj ∼ Binomial(N, pj = 1
5)� (�� ����� 	�

�	�)�
	 �	�*������ �
� ��	��� �
	� N(μ, σ)� (�� N × N ���
 ,���� �� �������� �� ���

���	����	� �	��	���� �����	��
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��������� ��
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���� ���
 ��� ����#���
� �������� ���
# ���
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�� ���
���� ��� ���/���
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�����
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�
��	 �


��� ������ ���������� 	������
 ��� ��
 ���� ����	���� �� �����

 ���
 ����	�� !"#"� "$$%�

&������ ���������� 	������
 �	
������
 
��� �
 '()� !"$$% ��� *+� !"$#% ����
 �� 
�
��	


���� ���� � ������ 
���
� �����
��������� ��� ��� �� (&&� ����	 ��
������ �� &������ #�

���������� 	������
 �	
������
 ��� �� ��� ��� 
���
� ���,����� ������
 A = [α1, α2, . . . , αJ ]

��� ��� ���������� D = [d1,d2, . . . ,dL] ��� � 
�� �� �������
 
�
��	
 Y = [y1,y2, . . . ,yJ ] ��

��� ����	 Y = DA 
��� ����-

minA,D {‖Y −DA‖2F } 
� �� ∀i ‖αi‖0 ≤ K �.�" 

����� K �
 ��� 
���
��� 	���	 �� ��� ���,����� ������
� yj ∈ R
N � αj ∈ R

L� Y ∈ R
N×J �

D ∈ R
N×L� A ∈ R

L×J � ��� L ≥ N �

'()� ������/�
 01� .�" ���������	� �� ��
� �����
 ��� ���,����� ������
� A� ���	� ���

����������� D� �
 �2�� ��� ���� �������
 D� 3���� ������	�/��
 ��� ���������� D(0)� �� ��� ��
�


��
�� '()� �
�
 � ���
��� �	
������ �� ��� ��� 
���
� ���,����� ������ �� ���� ��������� k�

α
(k)
j � ��� ���� 
�
��	 yj , j ∈ {1, 2, . . . , J} �����
� 
�	���
 ��� ��		����
 ������/����� ����	��-

min
α
(k)
j

‖α(k)j ‖0 �� �� ‖yj −D(k)α
(k)
j ‖22 ≤ ε ∀j ∈ {1, 2, . . . , J}. �����

+��� ��� 
���
� ���,�����
 ��� ��������� '()� ������
 ���� ��	��� �� D(k) �� � �����

�2��
 �		 ��	���
 �� D(k) �2���� d
(k)
l � ��� �������
 ��� l�� ��	��� ������ �
 d

(k+1)
l � ��

����� �� ������ ��� l�� ��	��� dl� ωl �
 ������ �
 ��� 
���� �� ������
 �������
 �� ���

�������
 
�
��	
 yj
 ���� �
� ��� ���� dl� ����� �
 �1����	��� �� ��� ���/��� ������
 �� αlT �

����� αlT �
 ��� l�� ��� �� A� �
- ωl = {j|1 ≤ j ≤ J, αlT (j) �= 0}� 4�� �����		 �����
��������
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����� ������ El �	 
������
 �	�

El = Y −
∑
f �=l

dfα
f
T . �����

��� ������ ER
l �	 �������
 �� 	���
���� ��� 
�����	 �� El ���� ��� 
�����	 �
������
 �� ωl�

����� �������� � ! �� ��� ������ ER
l = UΔVT " ��� ��
���
 
�
������� 
����� dk+1

l �	

�#��� �� ��� ��	� 
����� �� U ������	 ��� ��
���
 
��$
���� %�
��� αlR �	 ��� ��	� 
�����

�� V ���������
 �� Δ(1, 1)� ���	 ���
�		 �	 �������
 ����� ��� 	������� 
������� ��� ����

��� ������ ��	 
�����
��� ���
�������� ��������

��� 
�������� ���� �	��� 
�
������� �������� ���������	 	�
� �	 &� ! �� !'� �	 ���� ����


����� �� ������
 
���
��� �� (#� )��� ��� 
�
������� �� ���	� �#������	" Φ ∈ R
JN×(J+1)L" �	


��	���
��
 ���� 
�*����� 	��	 �� ��	�	" φc ∈ R
N×L ��
 φj ∈ R

N×L �� ���	" 	��� �������	 ��

��� 
�
������� Φ ��� 
��	������
 �� +��� ��	 �� �	 
���
��
 �� (#� )���� ,���%��" �� 
�
�������

�������� ��������� ���������	 �� ���	��%� ���	 	���
���� �� Φ 
����� ��� ��
��� 	��� �� ���


�
�������� ���������" �� �����	� � 	���
����
 
�
������� �������� ��������� ��	�
 �� &-

� ! �� ������ ���	 
��	������ ��
 ����� ��� 
�
������� Φ ���� ��� �������� 	�����	� ���
�

����� �	 ��� 
����� 
��������" zc ����� ��� �������� 	�����	 ��
 ��� 
����� 
�
�������

��	 �� �� ��
���
 ��	�
 �� ���	 
����� 
��������" �� ���
���� 	���
� J �������� 	�����	

���� ��� ����� 	�� �� �������� 	�����	" ����� ��� 
�
��������	" ��
 ������ ��� ���
�		 �� ��
���

Φ�

����� ��������+��� ��� ��	�	 φc ��
 φj ��
 
��	���
���� Φ(k) �� ��� k�� ���������" ���


��$
���� %�
��� Θ̂(k) ∈ R
(J+1)L×1 �	 �	������
" �	�

Θ̂(k) = arg min ‖Θ(k)‖0 	.t. ‖X−Φ(k)Θ(k)‖22 ≤ ε. ���)�

����� X ∈ R
JN×1 �	 ��� ����� 	�� �� �������� 	�����	 �	 �� (#� )���

�.��� ���� �� �		��� ��� ���#�� φj ��� ��� J ����%����� 
��������	
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����� �����	��
� ��� 
���
��
� ��
���� ��
���
	���� φc 	
� φj 	�� ���	��� ���	�	���� �����

�	� �� ����� �
 ����� �� ���	�� φ
(k)
c � φ

(k)
j �� 	������ �� �� � �� 	
� φ

(k)
c = [d1,d2, . . . ,dL]�

!�� ��
��� �� �
��� ���
	�� X ∈ R
NJ×1 �� ��	��	
��� 	� 	 �	��� Y = [x1, . . . ,xJ ] ∈ R

N×J �

	
� ��� 
���
��
� ��
��� θ̂c ∈ R
L×1 ��� ��� 
����
 �	�� �� 
�

	��
	��� �� ���� ��� �	��� 

A
(k)
c = [θ̂c, . . . , θ̂c] ∈ R

L×J � ��

� 	�� ��	�
�
� ���
	�� �	�� ��� �	�� 
����
 
����
�
��

���� 	�� ������ ��� ��� l�� 	��� �� 
��� !���� ωc,l �� ���
�� 	� 	 ��" ��
��� �� �
�� "���

��#� J � 1 ∈ R
1×J �� ��� 
����
 
����
�
� �

����� ��� l�� 	��� �� ��� 
����
 ��
���
	���

�� 	 ��" ��
��� �� #���� "��� ��#� J � 0 ∈ R
1×J � !�� ����� 
�������
��
� �� ��� l�� 	����

Ec,l ∈ R
N×J � �� ���
�� 	�$

Ec,l = Y −
∑
f �=l

dfθ
f
c,T . %&�&'

!�� �	��� ER
c,l �� ���	�
�� �� ����
��
� ��� 
����
� �� Ec,l "��� ��� 
����
� ���
�����

�
 ωc,l� d
(k+1)
l �� ��� ���� ����
��
��� �� ER

c,l = UcΔcV
T
c "���� ��� 
�������
��
� 
���
��
�

��
���� 	�� ���	��� �� ����	
�
� ���� "��� ��� ���� 
����
 �� Vc ���������� �� Δc(1, 1)�

(

� 	�� ��� 
����
� �� φ
(k+1)
c 	�� ���	���� ��� ��
�
� ��
���
	�� φ

(k)
j �� ���	��� �


	 �����	� �	

�� 	�����
� φ
(k+1)
c �� � ��� !�� ��
���
	�� φ

(k)
j = [c1, c2, . . . , cL]� 	
� ���

��
��� �� 
���
��
�� {θ̂(k)j }J
j=1

���� Θ(k) �� ��	��	
��� �� A
(k)
j = [θ̂1, . . . , θ̂J ] ∈ R

L×J � !��

��� ωj,l = {i|1 ≤ i ≤ J, θlj,T (i) �= 0} �� ������ �� �
��
	�� ��� ���
	�� ��	� ��� ��� l�� 	���

�� ��� �

��	���
 ��
���
	��� !�� ����� �	��� Ej,l �� ���
 
������� �	��� �
 ��� ���
	��

���
����� �
 ωj,l� 	�$

Ej,l = Y −
N∑

f=1,f �=l

cfθ
f
j,T , %&�)'

"���� θ
f
j,T �� ��� f�� ��" �� A� !�� �	��� ER

j,l �� ���	�
�� �� ����
��
� ��� 
����
� �� Ej,l

"��� ��� 
����
� ���
����� �
 ωj,l� !�� ���� ����
��
��� �� E
R
j,l �� 
�
������� 	� c

(k+1)
l �

(

� φ
(k+1)
c 	
� φ

(k+1)
j 	�� ���	��� 
���������� ��� �	�
 ��
���
	�� Φ(k+1) �� 
�
�

����
��� 	�	�
 	
� ��� 
���
��
� ��
��� Θ̂(k+1) �� ���	��� ���
� *+� &�,� !��� ���
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����	��� �
��� 
�
�����

�� !�� ������
��� �� ��� ����
����� ��
���
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�
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��� ���	��
��� ����
�
� �� ���	 ����
�	�� �
 � ��	 �� ��
	������� ���
����

��� ��
��� ��	����� φc ∈ R
32×32 �
� φj ∈ R

32×32 ��� ��
���	�� ��	� ������ 

�������

���	���
	�� �
	���� ���� U(0, 1) �
� U(5, 6)� ������	������ ���� ���
�
 �� 
��������� 	� �



�	 l2�
���� 150 ���
��� {xi}150i=1� ����� xi ∈ R
32×1� ��� ����
��� �� ����
� 	�� �����


�����
�
	 zc ∈ R
32×1 �
� 	�� �

���	��
 �����
�
	� zi ∈ R

32×1� ��� �����
 �����
�
	

zc �� � ��
��� �����
�	��
 �� Kc �	��� �� φj � ��	� 

������� ���	���
	�� ������ �������
	�

�
 ��
��� �
� �
����
��
	 ����	��
�� ���������� 	�� �

���	��
 �����
�
	� zj ��� ������
	

��
��� �����
�	��
� �� Kj �	��� �� φj �

 
 ����� 	� ����� !�"# 	� ��
	��	�� ���
���� 	�� ���	��
����� φc �
� φj ��� �
�	�������

��	� 	�� 	���
�
� ��	�� $�	�� ��
�	�
�	�
� Φ �
� X� 	�� �������
	 ���	�� Θ̂ �� ��

�


��
� %&' ��	� Kc + (Kj × 150) �������
	�� ����� K = Kc = Kj �����
� ���� 2 	� 5�

��� ��(��
� 

���� �� �	���	��
� ��� ��	 	� 20� ��� ����
	�� ���	��
����� φ̂c �
� φ̂j

��� �������� ������	��� ����
�	 	�� ��
���	�
� ���	��
����� φc �
� φj � ���� ���������
 ��

��
� �� ������
� 	���
�� 	�� ���
�
� �� 	�� ��
���	�
� ���	��
��� φc )�� φj* �
� �
��
�

	�� ������	 ���
�
 )�
 l2 ���	�
��* �
 	�� ����
	�� ���	��
��� φ̂c )�� φ̂j*� ��� ���	�
�� ��

����
��� ��� 1 − |dTi d̂i|� ����� di �� �
 �	�� �� φc )�� φj* �
� d̂i �� 	�� ��������
��
�

�	�� �
 	�� ����
�� ���	��
���� $ ���	�
�� ���� 	��
 0.1 ��� φc �
� ���� 	��
 0.05 ��� φj ���

��
������� � �
������ ��� ���
��	��
� ��� �����	�� 500 	����� �
� 	�� 

���� �� �
�������

�
 ���� ���
��	��
 �� ����
	��� +��� ,�- �������� 	�� �����
	��� �� �
������
��� ���������

�	��� ��� 	�� �����
 �
� �

���	��
 ���	��
������ %������� 	�� �����
	��� �� ���������

�	��� �� 	�� �����
 �
� �

���	��
 ���	��
����� ��� ���� 	��
 90%� �
� �� 	�� ������	�

����� �
�������� 	�� ���
���� �
�������� .������� 	�� 

���� �� 	�� ��������� �	��� �� 	��

�����
 ���	��
��� �� ���� 	��
 	��	 �� 	�� �

���	��
 ���	��
��� ��
�� 	���� ��� J ������
	

�

���	��
 �������
	� {θj}Jj=1 	� �� 
��� �
 
���	�
� 	�� �

���	��
 ���	��
��� ����� 	����
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(1)
1 (t) u

(1)
2 (t) . . . u

(1)
n̂(t)

(t)] ��� U(1)(t + 1) = [u
(1)
1 (t + 1) u

(1)
2 (t + 1) . . .

u
(1)
n̂(t+1)

(t + 1)] ���� �	� �
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� G(t) ��� G(t + 1) ��
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r = ��� (n̂(t), n̂(t+ 1))� �	��� �	� k�	 ��������� ����
�� pk ∈ U(1)(t) ��� qk ∈ U(1)(t+1)
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� k = 1, 2, . . . , r ��� ������ �� � �
�
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��
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�aximize p
†
kqk,

�ubject to

pk ∈ U(1)(t),qk ∈ U(1)(t+ 1),

p
†
ku

(1)
1 (t) = · · · = p

†
ku

(1)
r−1(t) = 0, ‖pk‖ = 1,

q
†
ku

(1)
1 (t+ 1) = · · · = q

†
ku

(1)
r−1(t+ 1) = 0, ‖qk‖ = 1.

���

�	� k�	 ��������� ����� �� ������ �� cos(θk) = p
†
kqk; k = 1, 2, . . . , r !"#�
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