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T h e e x t i n c t i o n - p u l s e ( E - p u l s e ) t e c h n i q u e i s a r a d a r t a r g e t
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t a r g e t , i t e x c i t e s o n l y a p r e - s p e c i f i e d p o r t i o n o f t h e t a r g e t ' s n a t u r a l
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d e m o n s t r a t i n g t h e s u c c e s s o f t h e t e c h n i q u e i n t h e p r e s e n c e o f r a n d o m

n o i s e .
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E d w a r d J o s e p h R o t h w e l l

A s a n i n v e s t i g a t i o n i n t o t h e r e s o n a n c e p r o p e r t i e s o f a

p a r t i c u l a r t a r g e t , a t h e o r e t i c a l a n a l y s i s o f a t h i n w i r e e l l i p t i c a l
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e x p e r i m e n t a l v e r i f i c a t i o n o f t h e E - p u l s e c o n c e p t . S u c c e s s f u l

d i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n t w o r e a l i s t i c a i r c r a f t t a r g e t m o d e l s i s
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T h i n c y l i n d e r n a t u r a l f r e q u e n c i e s a n d

a p p r o x i m a t i o n s . . . . . . . . . .

P e r f o r m a n c e o f v a r i o u s n a t u r a l f r e q u e n c y

e x t r a c t i o n m e t h o d s i n t h e p r e s e n c e o f

r a n d o m n o i s e . . . . . . . . . .

P e r f o r m a b c e o f v a r i o u s n a t u r a l f r e q u e n c y

e x t r a c t i o n m e t h o d s w h e n n u m b e r o f m o d e s

i s u n d e r e s t i m a t e d . . . . . . . . . . . .

E n t r i e s i n m o m e n t m e t h o d m a t r i x f o r

e l l i p t i c a l l o o p s c a t t e r e r . . . . . . . .

A l t e r n a t i v e e n t r i e s i n m o m e n t m e t h o d

m a t r i x f o r e l l i p t i c a l l o o p s c a t t e r e r

F i r s t t e n T y p e I p o l e s o f a c i r c u l a r

l o o p o f r a d i u s b a n d w i r e r a d i u s a = 0 . 0 1 b

F i r s t f i v e T y p e I p o l e s o f c i r c u l a r l o o p

f o u n d b y m o m e n t m e t h o d s o l u t i o n t o

e l l i p t i c a l l o o p E F I E w i t h B / A = 1 ,
a / A = 0 . 0 1 , u s i n g 1 5 p a r t i t i o n s

E x t r a c t e d n a t u r a l f r e q u e n c i e s , a m p l i t u d e s , a n d

p h a s e s f o r a c o m p o u n d w i r e t a r g e t a t v a r i o u s

a s p e c t s

v i i i
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P a g e

T r a n s i e n t e x c i t a t i o n o f a p e r f e c t l y c o n d u c t i n g

s c a t t e r e r C O O C O I O I O O C O O C C I I O I O 6

D e c o m p o s i t i o n o f E - p u l s e w a v e f o r m i n t o f o r c i n g

a n d e x t i n c t i o n c o m p o n e n t s . . . . . . . . . . . . 4 1

T y p i c a l p u l s e f u n c t i o n E - p u l s e w a v e f o r m s ,

( a ) U s i n g p u l s e s o f w i d t h A . ( b ) U s i n g
p u l s e s o f w i d t h l e s s t h a n A . . . . . . . . . . . 6 5

N a t u r a l E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d F o u r i e r c o s i n e

b a s i s s e t s t o e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f

t h i n c y l i n d e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 2

N a t u r a l E - p u l s e s o f s e c o n d - s m a l l e s t d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d F o u r i e r c o s i n e

b a s i s s e t s t o e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f

t h i n c y l i n d e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 4

N a t u r a l D C E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d F o u r i e r c o s i n e

b a s i s s e t s t o e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f

t h i n c y l i n d e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 5

F o r c e d E - p u l s e s o f d u r a t i o n T = l . 8 L / c
s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d F g u r i e r c o s i n e

b a s i s s e t s t o e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f

t h i n c y l i n d e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 6

F o r c e d E - p u l s e s o f d u r a t i o n T = 2 . 5 L / c
. e . .

s y n t h e s i z e d u 3 1 n g p u l s e a n d F o u r 1 e r c o s 1 n e

b a s i s s e t s t o e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f

t h i n c y l i n d e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 7

F o r c e d D C E - p u l s e s o f d u r a t i o n T = 2 . 5 L / c
s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d F o u r 1 e r c o s i n e

b a s i s s e t s t o e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f
t h i n c y l i n d e r . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 9
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4 . 5 . 6 . 1 3

L I S T O F F I G U R E S c o n t i n u e d

N a t u r a l s i n / c o s s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n
w a v e f o r m s o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d

u s i n g p u l s e a n d F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o

e x c i t e t h e f i r s t m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r ,

a n d e l i m i n a t e m o d e s t w o t h r o u g h t e n . . . . . . .

N a t u r a l s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s

o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d

F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o e x c i t e t h e f i r s t m o d e

o f t h e t h i n c y l i n d e r , a n d e l i m i n a t e m o d e s t w o

t h r o u g h t e n . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

N a t u r a l c o s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s

o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d

F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o e x c i t e t h e f i r s t

m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r , a n d e l i m i n a t e m o d e s

t w o t h r o u g h t e n . . . . . . . . . . . . . . . . .

N a t u r a l D C s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s

o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d

F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o e x c i t e t h e f i r s t

m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r , a n d e l i m i n a t e m o d e s

t w o t h r o u g h t e n . . . . . . . . . . . . . . . . .

N a t u r a l s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s

o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d

F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o e x c i t e t h e t h i r d

m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r , a n d e l i m i n a t e m o d e s

o n e , t w o , a n d f o u r t h r o u g h t e n . . . . . . . . .

N a t u r a l c o s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s

o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d

F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o e x c i t e t h e t h i r d

m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r , a n d e l i m i n a t e m o d e s

o n e , t w o , a n d f o u r t h r o u g h t e n . . . . . . . . .

F o r c e d s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s o f

d u r a t i o n T = 2 . 5 L / c s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d
F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o e x c i t e t h e f i r s t

m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r , a n d e l i m i n a t e m o d e s

t w o t h r o u g h t e n . . . . . . . . . . . . . . . . .
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4 . 5 . 6 . 1 4
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4 . 7 . 4
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L I S T O F F I G U R E S c o n t i n u e d

F o r c e d s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s

o f d u r a t i o n T = 2 . 5 L / c s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e
a n d F o u r i e r c g s i n e b a s i s s e t s t o e x c i t e t h e

t h i r d m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r , a n d e l i m i n a t e

m o d e s o n e , t w o , a n d f o u r t h r o u g h t e n .

F o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n T e = 2 . 0 5 L / c
s y n t h e s i z e d u s i n g p o l y n o m i a l b a s i s s e t t o

e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f t h e t h i n c y l i n d e r .

F o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n T = 2 . 5 L / c
s y n t h e s i z e d u s i n g p o l y n o m i a l e b a s i s s e t t o

e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f t h e t h i n c y l i n d e r

F o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n T = 1 . 8 L / c
s y n t h e s i z e d u s i n g p o l y n o m i a l e b a s i s s e t t o

e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f t h e t h i n c y l i n d e r

T w o d e l t a f u n c t i o n E - p u l s e . F r e e p a r a m e t e r s

a r e p o s i t i o n a n d a m p l i t u d e o f s e c o n d i m p u l s e .

T h r e e d e l a t f u n c t i o n E - p u l s e . F r e e p a r a m e t e r s

a r e p o s i t i o n s o f s e c o n d a n d t h i r d i m p u l s e s

G r a p h i c a l s o l u t i o n f o r i m p u l s e p o s i t i o n s

T w o p u l s e f u n c t i o n E - p u l s e . F r e e p a r a m e t e r s

a r e p u l s e w i d t h s . . . . .

C o n v e r g e n c e o f t h e E - p u l s e d u r a t i o n , a n d

c o n v e r g e n c e o f t h e f i r s t p u l s e t o a n i m p u l s e

T w o m o d e n a t u r a l E - p u l s e r e c o n s t r u c t e d v i a

n o n l i n e a r E - p u l s e a n a l y s i s . . . . .

T w o m o d e E - p u l s e s y n t h e s i z e d v i a n o n l i n e a r

E - p u l s e a n a l y s i s . . . . . . . . . .

T w o m o d e E - p u l s e s y n t h e s i z e d v i a n o n l i n e a r

E - p u l s e a n a l y s i s . . . . . . . . . .

O r i e n t a t i o n f o r t h i n c y l i n d e r e x c i t a t i o n a n d

f i r s t t e n n a t u r a l f r e q u e n c i e s

x i
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5 . 5 . 1 . 1

L I S T O F F I G U R E S c o n t i n u e d

I m p u l s e o r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r o r i e n t e d

a t 6 = 6 O , c o n s t r u c t e d u s i n g f i r s t f i v e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s . . . . . . . . . .

N a t u r a l E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d

t o e l i m i n a t e t h e f i r s t f i v e m o d e s o f t h e t h i n

c y l i n d e r

N a t u r a l D C E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d t o e l i m i n a t e t h e f i r s t f i v e m o d e s

o f t h e t h i n c y l i n d e r

F o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n T = 2 . 5 L / c s y n t h e s i z e d
t o e l i m i n a t e t h e f i r s t f i v e g o d e s o f t h e t h i n

c y l i n d e r

F o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n T e = l . 8 L / c s y n t h e s i z e d
t o e l i m i n a t e t h e f i r s t f i v e m o d e s o f t h e t h i n

c y l i n d e r . . . . . . . . . . . . . . .

S p e c t r a o f f o r c e d E - p u l s e s o f d u r a t i o n T = 2 . 5 L / c
( s o l i d l i n e ) a n d T = l . 8 L / c ( d o t t e d l i n e ? f o r
o = - 0 . 2 6 0 1 c / L . . f . . . . . . . . . . . . .

S p e c t r a o f n a t u r a l E — p u l s e ( d o t t e d l i n e ) a n d

n a t u r a l D C E - p u l s e ( s o l i d l i n e ) f o r o = - O . 2 6 0 1 c / L

C o n v o l u t i o n o f n a t u r a l E - p u l s e w i t h i m p u l s e

r e s p o n s e o f t h i n c y l i n d e r o f e x p e c t e d l e n g t h ,

a n d w i t h i m p u l s e r e s p o n s e s o f c y l i n d e r s 5 % a n d

1 0 % l o n g e r

C o n v o l u t i o n o f f o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n

T = 1 . 8 L / c w i t h i m p u l s e r e s p o n s e o f t h i n c y l i n d e r
o f e x p e c t e d l e n g t h , a n d w i t h i m p u l s e r e s p o n s e o f

a c y l i n d e r 5 % l o n g e r

C o n v o l u t i o n o f f o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n

T e = 2 . 5 L / c w i t h i m p u l s e r e s p o n s e o f t h i n c y l i n d e r
o f e x p e c t e d l e n g t h , a n d w i t h i m p u l s e r e s p o n s e o f

a c y l i n d e r 5 % l o n g e r

F i v e m o d e 6 0 0 t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e w i t h

1 0 % r a n d o m n o i s e a d d e d . . . . . . .
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L I S T O F F I G U R E S c o n t i n u e d

C o n v o l u t i o n o f n a t u r a l E - p u l s e w i t h n o i s y

i m p u l s e r e s p o n s e o f t h i n c y l i n d e r o f e x p e c t e d

l e n g t h , a n d w i t h n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e o f a

c y l i n d e r 5 % l o n g e r . . . . . . . . . . . .

C o n v o l u t i o n o f f o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n

T e = 2 - 5 L / c w i t h n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e o f t h i n
c y l i n d e r o f e x p e c t e d l e n g t h , a n d w i t h n o i s y

i m p u l s e r e s p o n s e o f a c y l i n d e r 5 % l o n g e r .

C o n v o l u t i o n o f f o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n

T e = 1 . 8 L / c w i t h n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e o f t h i n
c y l i n d e r o f e x p e c t e d l e n g t h , a n d w i t h n o i s y

i m p u l s e r e s p o n s e o f a c y l i n d e r 5 % l o n g e r .

D i s c r i m i n a t i o n a r e a o f 6 0 0 f i v e m o d e t h i n c y l i n d e r
e x c i t e d b y n a t u r a l E - p u l s e ( d o t t e d l i n e ) a n d

f o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n T e = 1 . 8 L / c ( s o l i d l i n e )

D i s c r i m i n a t i o n a r e a o f 6 0 0 f i v e m o d e t h i n c y l i n d e r

e x c i t e d b y n a t u r a l D C E - p u l s e ( s o l i d l i n e ) a n d
f o r c e d E — p u l s e o f d u r a t i o n T e = 2 . 5 L / c ( d o t t e d l i n e )

D i s c r i m i n a t i o n a r e a o f a f i v e m o d e t h i n c y l i n d e r

o f r e l a t i v e l e n g t h 1 . 0 5 e x c i t e d b y n a t u r a l E - p u l s e

( d o t t e d l i n e ) a n d n a t u r a l D C E - p u l s e ( s o l i d l i n e )

D i s c r i m i n a t i o n a r e a o f a f i v e m o d e t h i n c y l i n d e r

o f r e l a t i v e l e n g t h 1 . 0 5 e x c i t e d b y f o r c e d E - p u l s e

o f d u r a t i o n T e = l . 8 L / c

. . . . o . . .
D 1 5 c r 1 m 1 n a t 1 o n a r e a o f 6 0 t h 1 n c y l i n d e r o f r e l a t i v e

l e n g t h 1 . 0 e x c i t e d b y n a t u r a l E - p u l s e ( c i r c l e s ) a n d
n a t u r a l D C E - p u l s e ( c r o s s e s ) .

D i s c r i m i n a t i o n a r e a o f 6 0 0 t h i n c y l i n d e r o f r e l a t i v e

l e n g t h 1 . 0 e x c i t e d b y f o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n

T e = 1 . 8 L / c . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

" I d e a l " s p e c t r u m f o r E - p u l s e d e s i g n e d t o e l i m i n a t e
f o u r t a r g e t m o d e s w h i c h h a v e e q u a l d a m p i n g

c o e f f i c i e n t s . .

x i i i

P a g e

1 6 6

1 6 7

1 6 8

1 7 1

1 7 4

1 7 5

1 7 6

1 7 7

1 7 8

1 8 1



F i g u r e

5 . 5 . 1 .

5 . 5 . 1

5 . 5 . 2 .

5 . 5 . 2 .

5 . 5 . 2 .

5 . 5 . 2 .

5 . 5 . 2 .

5 . 5 . 2 .

5 . 5 . 2 .

5 . 5 . 2 .

2 2

. 2 3
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N a t u r a l E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d

u s i n g d a m p e d s i n u s o i d b a s i s f u n c t i o n s t o

e l i m i n a t e t h e f i r s t m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r .

S p e c t r u m o f o n e m o d e d a m p e d s i n u s o i d b a s e d

E - p u l s e f o r o = - 0 . 2 6 0 l c / L .

N a t u r a l s i n e ( d o t t e d l i n e ) a n d c o s i n e

( s o l i d l i n e ) f i r s t m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s o f
m i n i m u m d u r a t i o n f o r f i v e m o d e t h i n c y l i n d e r

N a t u r a l s i n e ( d o t t e d l i n e ) a n d c o s i n e

( s o l i d l i n e ) t h i r d m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s o f

m i n i m u m d u r a t i o n f o r f i v e m o d e t h i n c y l i n d e r

S p e c t r a o f f i r s t ( d o t t e d l i n e ) a n d t h i r d

( s o l i d l i n e ) m o d e t h i n c y l i n d e r e x c i t a t i o n

s i g n a l s f o r o = - O . 2 6 0 1 c / L . . . . .

C o n v o l u t i o n o f f i r s t m o d e s i n e a n d c g s i n e

e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h f i v e m o d e 6 0 t h i n

c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e .

C o n v o l u t i o n o f t h i r d m o d e s i n e a n d c o s i n e

e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h f i v e m o d e 6 0 0 t h i n

c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e .

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m f i r s t m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e

i s r a d i a n f r e q u e n c y p l o t o f e x p e c t e d f i r s t m o d e .

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m f i r s t m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e

i s d a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t o f e x p e c t e d f i r s t

m o d e . . . . . . . . .

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m t h i r d m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e

i s r a d i a n f r e q u e n c y p l o t o f e x p e c t e d t h i r d m o d e

x i v

 

P a g e

1 8 3

1 8 4

1 8 7

1 8 8

1 8 9

1 9 1

1 9 2

1 9 4

1 9 5

1 9 6

 



F i g u r e

5 . 5 . 2 . 9

5 . 5 . 2 . 1 0

5 . 5 . 2 . 1 1

5 . 5 . 2 . 1 2

5 . 5 . 2 . 1 3

5 . 5 . 2 . 1 4

5 . 5 . 2 . 1 5

5 . 5 . 2 . 1 6

5 . 5 . 2 . 1 7

5 . 5 . 2 . 1 8

L I S T O F F I G U R E S c o n t i n u e d

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m t h i r d m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e

i s d a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t o f e x p e c t e d t h i r d

m O d e I O O C I O O O O O O O I O O O O I C 0

B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e f i r s t m o d e

c o n v o l u t i o n . . . . . . . . . . . . .

B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e t h i r d m o d e

c o n v o l u t i o n . . . . . . . . . . . . . .

C o n v o l u t i o n o f f i r s t m o d e s i n e a n d c o s i n e

e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h f i v e m o d e i m p u l s e

r e s p o n s e o f 6 0 0 t h i n c y l i n d e r w h i c h i s 1 0 %
l o n g e r t h a n e x p e c t e d . . . . . . . . . . .

C o n v o l u t i o n o f t h i r d m o d e s i n e a n d c o s i n e

e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h f i v e m o d e i m p u l s e

r e s p o n s e o f 6 0 0 t h i n c y l i n d e r w h i c h i s 1 0 %

~ l o n g e r t h a n e x p e c t e d . . . . . . . . .

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m 1 0 % l o n g e r

c y l i n d e r , f i r s t m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s r a d i a n

f r e q u e n c y p l o t o f e x p e c t e d f i r s t m o d e .

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m 1 0 % l o n g e r

c y l i n d e r , f i r s t m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s d a m p i n g

c o e f f i c i e n t p l o t o f e x p e c t e d f i r s t m o d e

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m 1 0 % l o n g e r

c y l i n d e r , t h i r d m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s r a d i a n

f r e q u e n c y p l o t o f e x p e c t e d t h i r d m o d e

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m 1 0 % l o n g e r

c y l i n d e r , t h i r d m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s d a m p i n g

c o e f f i c i e n t p l o t o f e x p e c t e d t h i r d m o d e

B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e f i r s t

m o d e , 1 0 % l o n g e r c y l i n d e r c o n v o l u t i o n . .

X V

P a g e

1 9 7

2 0 0

2 0 1

2 0 3

2 0 4

2 0 6

2 0 7

2 0 8

2 0 9

2 1 0



F i g u r e

5 . 5 . 2 . 1 9

5 . 5 . 2 . 2 0

5 . 5 . 2 . 2 1

5 . 5 . 2 . 2 2

5 . 5 . 2 . 2 3

5 . 5 . 2 . 2 4

5 . 5 . 2 . 2 5

5 . 5 . 2 . 2 6

5 . 5 . 2 . 2 7

5 . 5 . 2 . 2 8
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B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e t h i r d

m o d e , 1 0 % l o n g e r c y l i n d e r c o n v o l u t i o n .

C o n v o l u t i o n o f f i r s t m o d e s i n e a n d c o s i n e

e x g i t a t i o n s i g n a l s w i t h n o i s y f i v e m o d e

6 0 t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e . .

C o n v o l u t i o n o f t h i r d m o d e s i n e a n d c o s i n e

e x g i t a t i o n s i g n a l s w i t h n o i s y f i v e m o d e

6 0 t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m f i r s t m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s r a d i a n

f r e q u e n c y p l o t o f e x p e c t e d f i r s t m o d e

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m f i r s t m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s d a m p i n g

c o e f f i c i e n t p l o t o f e x p e c t e d f i r s t m o d e

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m t h i r d m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s r a d i a n

f r e q u e n c y p l o t o f e x p e c t e d t h i r d m o d e

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m t h i r d m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s d a m p i n g

c o e f f i c i e n t p l o t o f e x p e c t e d t h i r d m o d e .

B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e f i r s t

m o d e , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e c o n v o l u t i o n

B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e t h i r d

m o d e , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e c o n v o l u t i o n

F o r c e d s i n / c o s s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n
s i g n a l s o f d u r a t i o n T e = 2 . 0 n s s y n t h e s i z e d

u s i n g p u l s e f u n c t i o n s ( d o t t e d l i n e ) a n d

d a m p e d s i n u s o i d s ( s o l i d l i n e ) t o e x c i t e t h e

s e c o n d m o d e o f t h e F - 1 8 a i r c r a f t m o d e l

x v i

P a g e

2 1 1

2 1 3

2 1 4

2 1 5

2 1 6

2 1 7

2 1 8

2 1 9

2 2 0

2 2 3



F i g u r e

5 . 5 . 2 . 2 9

5 . 5 . 2 . 3 0

5 . 5 . 2 . 3 1

5 . 6 . 1

5 . 6 . 2 '

5 . 6 . 3

6 . 4 . 2

6 . 5 . 1

6 . 5 . 2

6 . 5 . 3

6 . 5 . 4

6 . 5 . 5

L I S T O F F I G U R E S c o n t i n u e d

S p e c t r a o f p u l s e f u n c t i o n ( d o t t e d l i n e )

a n d d a m p e d s i n u s o i d ( s o l i d l i n e ) F - 1 8 s e c o n d

m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s f o r o = - O . l 3 x 1 0 9

F o r c e d s i n / c o s s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n
w a v e f o r m o f d u r a t i o n T = 2 . 1 4 n s s y n t h e s i z e d

u s i n g F o u r i e r c o s i n e b g s i s f u n c t i o n s t o

e x c i t e t h e s e c o n d m o d e o f t h e F - 1 8 a i r c r a f t

m o d e l . . . . . . . . . . . . . . . . .

S p e c t r u m o f F - 1 8 F o u r i e r c o s i n e s e c o n d m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l a t o = - O . l 3 x 1 0 9 . . . .

N a t u r a l E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e f u n c t i o n s t o

e l i m i n a t e 3 , 5 , 7 , a n d 1 0 m o d e s o f t h e

t h i n c y l i n d e r . . . . . . . . . . . . . . .

N a t u r a l E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d u s i n g F o u r i e r c o s i n e b a s i s

f u n c t i o n s t o e l i m i n a t e t h e f i r s t 5 , 6 , 7 ,

8 , 9 , a n d 1 0 m o d e s o f t h e t h i n c y l i n d e r

T h i n c y l i n d e r n a t u r a l f r e q u e n c y b e h a v i o r

C o n v e r g e n c e o f t h e l i n e a r / n o n l i n e a r
i t e r a t i o n m e t h o d . . . . . . . . . . .

T y p i c a l p a t h f o r c o n t i n u a t i o n m e t h o d i n

( § , T ) s p a c e . . . . . . . . . . . . . . .

T y p i c a l s u c c e s s i o n o f p r e d i c t i o n s a n d

c o r r e c t i o n s i n c o n t i n u a t i o n m e t h o d

S t r u c t u r e d f l o w c h a r t f o r c o n t i n u a t i o n

m e t h o d 0 O O O O O O O O C O O I 0

E x a m p l e s o l u t i o n u s i n g t h e c o n t i n u a t i o n

m e t h O d O O O O O O O O O O O O O O O O 0

E x a m p l e s o l u t i o n u s i n g t h e c o n t i n u a t i o n

m e t h o d w i t h m o d i f i e d p e n a l t y t e r m .

x v i i

P a g e

2 2 5

2 2 7

2 2 8

2 3 0

2 3 1

2 3 5

2 6 2

2 6 7

2 6 7

2 7 0

2 7 2

2 7 5



F i g u r e

6 . 9 . 1

6 . 9 . 2

6 . 9 . 3

6 . 9 . 4

7 . 3 . 1

7 . 4 . 1

7 . 5 . 1

7 . 7 . 1

7 . 7 . 2

7 . 7 . 3
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I m p u l s e r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r

o r i e n t e d a t 6 : 3 0 0 , c o n s t r u c t e d u s i n g

f i r s t e i g h t n a t u r a l m o d e s . . . .

E i g h t m o d e 3 0 0 t h i n c y l i n d e r i m p u l s e

r e s p o n s e w i t h 1 0 % r a n d o m n o i s e a d d e d

N a t u r a l f r e q u e n c i e s e x t r a c t e d f r o m n o i s y

i m p u l s e r e s p o n s e u s i n g P r o n y ' s m e t h o d

w i t h e i g h t m o d e s a s s u m e d ( A ) a n d s i x t e e n

m o d e s a s s u m e d ( + ) . C i r c l e s r e p r e s e n t

f r e q u e n c i e s u s e d t o c o n s t r u c t n o i s e f r e e

i m p u l s e r e s p o n s e . . . . . . . . .

N a t u r a l f r e q u e n c i e s e x t r a c t e d f r o m n o i s y

i m p u l s e r e s p o n s e u s i n g c o n t i n u a t i o n m e t h o d

w i t h e i g h t m o d e s a s s u m e d ( X ) . C i r c l e s
r e p r e s e n t f r e q u e n c i e s u s e d t o c o n s t r u c t

n o i s e f r e e i m p u l s e r e s p o n s e . . . . . .

G e o m e t r y o f t h i n w i r e c i r c u l a r l o o p

s c a t t e r e r o o o o o o o o o o o o o o o o 0

G e o m e t r y o f t h i n w i r e e l l i p t i c a l l o o p

s c a t t e r e r . . . . . . .

S y m m e t r y c a s e s f o r c u r r e n t o n e l l i p t i c a l

l o o p s c a t t e r e r . . . . . . . . . . .

F i r s t t e n T y p e I n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f a

c i r c u l a r l o o p o f r a d i u s b a n d w i r e r a d i u s a = 0 . 0 1 b

C a s e 1 ( c i r c l e s ) a n d c a s e 2 ( c r o s s e s )

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h i n w i r e e l l i p s e o f

w i r e r a d i u s a = 0 . 0 1 A a r i s i n g f r o m n = 1 c i r c u l a r

m o d e , f o r v a r i o u s v a l u e s o f B / A . D o t t e d l i n e
s h o w s e x p e c t e d t r a j e c t o r y f o r t r a n s m i s s i o n

l i n e l i m i t . . . . . . . . . . . . .

C a s e 3 ( c i r c l e s ) a n d c a s e 4 ( c r o s s e s )

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h i n w i r e e l l i p s e o f

w i r e r a d i u s a = 0 . 0 1 A a r i s i n g f r o m n = 2 c i r c u l a r

m o d e , f o r v a r i o u s v a l u e s o f B / A . D o t t e d l i n e
s h o w s e x p e c t e d t r a j e c t o r y f o r t r a n s m i s s i o n

l i n e l i m i t . . . . . . . . . . . . .

x v i i i

P a g e

3 0 5

3 0 6

3 0 7

3 0 8

3 1 5

3 2 2

3 2 8

3 5 4

3 5 7

3 5 8



F i g u r e

7 . 7 .

7 . 7 .

7 . 7 .

7 . 7 .

7 . 7 .

7 . 7 .

7 . 7

4

. 1 0
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C a s e 1 ( c i r c l e s ) a n d c a s e 2 ( c r o s s e s )

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h i n w i r e e l l i p s e o f

w i r e r a d i u s a = 0 . 0 l A a r i s i n g f r o m n = 3 c i r c u l a r

m o d e , f o r v a r i o u s v a l u e s o f B / A . D o t t e d l i n e
s h o w s e x p e c t e d t r a j e c t o r y f o r t r a n s m i s s i o n

l i n e l i m i t

C a s e 3 ( c i r c l e s ) a n d c a s e 4 ( c r o s s e s )

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h i n w i r e e l l i p s e o f

w i r e r a d i u s a = 0 . 0 l A a r i s i n g f r o m n = 4 c i r c u l a r

m o d e , f o r v a r i o u s v a l u e s o f B / A . D o t t e d l i n e
s h o w s e x p e c t e d t r a j e c t o r y f o r t r a n s m i s s i o n

l i n e l i m i t . . . . . .

C a s e 1 ( c i r c l e s ) a n d c a s e 2 ( c r o s s e s )

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h i n w i r e e l l i p s e o f

w i r e r a d i u s a = 0 . 0 l A a r i s i n g f r o m n = 5 c i r c u l a r

m o d e , f o r v a r i o u s v a l u e s o f B / A . D o t t e d l i n e
s h o w s e x p e c t e d t r a j e c t o r y f o r t r a n s m i s s i o n

l i n e l i m i t . . . . . . . . . . . . . . . . .

R e a l p a r t o f c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o n e l l i p s e

w i t h B / A = 0 . 4 , f o r c a s e 3 ( s o l i d l i n e )
s y m m e t r i e s a r i s i n g f r o m n = 2 c i r c u l a r m o d e

I m a g i n a r y p a r t o f c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o n

e l l i p s e w i t h B / A = O . 4 , f o r c a s e 3 ( s o l i d l i n e )
a n d c a s e 4 ( d o t t e d l i n e ) s y m m e t r i e s a r i s i n g
f r o m n = 2 c i r c u l a r m o d e . A m p l i t u d e i s s c a l e d

r e l a t i v e t o r e a l p a r t

R e a l p a r t o f c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o n e l l i p s e

w i t h B / A = O . 4 , f o r c a s e 1 ( s o l i d l i n e ) a n d
c a s e 2 ( d o t t e d l i n e ) s y m m e t r i e s a r i s i n g f r o m

n = 3 c i r c u l a r m o d e . . . . . . . . . .

I m a g i n a r y p a r t o f c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o n

e l l i p s e w i t h B / A = O . 4 , f o r c a s e 1 ( s o l i d l i n e )
a n d c a s e 2 ( d o t t e d l i n e ) s y m m e t r i e s a r i s i n g
f r o m n = 3 c i r c u l a r m o d e . A m p l i t u d e i s s c a l e d

r e l a t i v e t o r e a l p a r t

x i x

P a g e

3 5 9

3 6 0

3 6 1

3 6 3

3 6 4

3 6 5

3 6 6



F i g u r e

7 . 7 . 1 1

7 . 7 . 1 2

7 . 7 . 1 3

7 . 7 . 1 4

7 . 7 . 1 5

8 . 3 . 1

8 . 4 . 1

8 . 4 . 2

8 . 4 . 3

8 . 4 . 4
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C a s e 1 ( c i r c l e s ) a n d c a s e 2 ( c r o s s e s )

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h i n w i r e e l l i p s e
o f w i r e r a d i u s a = 0 . 0 l A a r i s i n g f r o m f i r s t

l a y e r T y p e I I n = 1 c i r c u l a r m o d e , f o r

v a r i o u s v a l u e s o f B / A . . . . . . . . . .

R e a l p a r t o f c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o n e l l i p s e

w i t h B / A = O . 4 , f o r c a s e 1 ( s o l i d l i n e ) a n d

c a s e 2 ( d o t t e d l i n e ) s y m m e t r i e s a r i s i n g f r o m
f i r s t l a y e r T y p e I I n = 1 c i r c u l a r m o d e .

I m a g i n a r y p a r t o f c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o n

e l l i p s e w i t h B / A = O . 4 , f o r c a s e 1 ( s o l i d l i n e )
a n d c a s e 2 ( d o t t e d l i n e ) s y m m e t r i e s a r i s i n g

f r o m f i r s t l a y e r T y p e I I n = 1 c i r c u l a r m o d e .

A m p l i t u d e i s s c a l e d r e l a t i v e t o r e a l p a r t .

N a t u r a l E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d t o e l i m i n a t e t h e f i r s t f i v e

T y p e I m o d e s o f t h e c i r c u l a r l o o p s c a t t e r e r

N a t u r a l E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d t o e l i m i n a t e t h e t e n m o d e s o f t h e

e l l i p t i c a l l o o p s c a t t e r e r a r i s i n g f r o m t h e f i r s t

f i v e T y p e I c i r c u l a r m o d e s , f o r B / A = O . 4 . .

T y p i c a l t a r g e t a n d r e f e r e n c e t r a c e s o n C R T

o f o s c i l l o s c o p e . . . . . . . . .

M e a s u r e d s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e o f a t h i n

c y l i n d e r o f l e n g t h 6 . 2 5 i n c h e s p l a c e d

p e r p e n d i c u l a r t o t h e g r o u n d s c r e e n .

O n e m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e , c l u t t e r f r e e

p o r t i o n o f m e a s u r e d 6 . 2 5 " t h i n c y l i n d e r
s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e . . . . . . .

M e a s u r e d s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e o f a t h i n

c y l i n d e r o f l e n g t h 1 8 . 2 5 i n c h e s p l a c e d

p e r p e n d i c u l a r t o t h e g r o u n d s c r e e n . . . . . .

F o u r t i e r s p e c t r u m o f 1 8 % " t h i n c y l i n d e r
m e a s u r e d s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e , o b t a i n e d

V i a F F T 0 O O O O O O O O O O O O O O 0

x x

P a g e

3 6 9

3 7 0

3 7 1

3 7 2

3 7 3

3 8 0

3 9 1

3 9 2

3 9 4

3 9 5



F i g u r e

8 . 4 . 6

8 . 4 . 7

8 . 4 . 8

8 . 4 . 9

8 . 4 . 1 0

8 . 4 . 1 1

8 . 4 . 1 2

8 . 4 . 1 3

8 . 4 . 1 4

8 . 4 . 1 5

8 . 4 . 1 6
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P a g e

F o u r m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e , c l u t t e r

f r e e p o r t i o n o f m e a s u r e d 1 8 % " t h i n c y l i n d e r
s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e . . . . . . . . . . . . 3 9 7

M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a t h i n

c y l i n d e r o f l e n g t h 6 . 2 5 i n c h e s p l a c e d

p e r p e n d i c u l a r t o t h e g r o u n d s c r e e n . . . . . . . 3 9 9

T w o m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e p o r t i o n o f

m e a s u r e d 6 % " t h i n c y l i n d e r s c a t t e r e d f i e l d
r e s p o n s e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 0 0

M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a t h i n

c y l i n d e r o f l e n g t h 1 2 . 5 i n c h e s r a i s e d 5 . 2 5

i n c h e s a b o v e t h e g r o u n d s c r e e n a n d i n c l i n e d a t

4 5 0 t o w a r d t h e t r a n s m i t t i n g a n t e n n a . . . . . . 4 0 2

F o u r i e r s p e c t r u m o f m e a s u r e d 1 2 % " i n c l i n e d
t h i n c y l i n d e r s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e , o b t a i n e d

v i a F F T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 0 3

T h r e e m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e p o r t i o n o f

m e a s u r e d 1 2 % " i n c l i n e d t h i n c y l i n d e r s c a t t e r e d
f i e l d r e s p o n s e . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 0 4

M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a t h i n

c y l i n d e r o f l e n g t h 1 2 . 5 i n c h e s r a i s e d 5 . 2 5 i n c h e s

a b o v e t h e g r o u n d s c r e e n , i n c l i n e d a t 4 5 0 a n d

r o t a t e d b y 4 5 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 0 5

F o u r i e r s p e c t r u m o f m e a s u r e d 1 2 % " i n c l i n e d

a n d r o t a t e d t h i n c y l i n d e r s c a t t e r e d f i e l d

r e s p o n s e , o b t a i n e d v i a F F T . . . . . . . . . . . 4 0 6

F i v e m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e p o r t i o n o f

m e a s u r e d 1 2 % " i n c l i n e d a n d r o t a t e d t h i n
c y l i n d e r s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e . . . . . . . 4 0 7

L a t e - t i m e , c l u t t e r f r e e p o r t i o n o f m e a s u r e d

c o m p u n d w i r e t a r g e t s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e

f o r 6 = 0 ° , a n d f o u r m o d e b e s t f i t . . . . . . . . 4 0 9

F o u r i e r s p e c t r u m o f m e a s u r e d c o m p o u n d w i r e

t a r g e t s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e , o b t a i n e d

v i a F F T . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1 0

x x i

  



F i g u r e

8 . 5 . 1

8 . 5 . 2

8 . 5 . 3

8 . 5 . 4

8 . 5 . 5

8 . 5 . 6

8 . 5 . 7

8 . 5 . 8

8 . 5 . 9

8 . 5 . 1 0

8 . 5 . 1 1

8 . 5 . 1 2

8 . 5 . 1 3

8 . 5 . 1 4
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M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a

B o e i n g 7 0 7 a i r c r a f t s c a l e m o d e l , a n d s e v e n

d o m i n a n t n a t u r a l f r e q u e n c i e s . .

M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a

M c D o n n e l D o u g l a s F - 1 8 a i r c r a f t s c a l e m o d e l ,

a n d f i v e d o m i n a n t n a t u r a l f r e q u e n c i e s .

F o u r i e r s p e c t r u m o f m e a s u r e d 7 0 7 s c a t t e r e d

f i e l d r e s p o n s e , o b t a i n e d v i a F F T . . .

S e v e n m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e p o r t i o n o f

m e a s u r e d 7 0 7 s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e

F i v e m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e p o r t i o n o f

m e a s u r e d F - 1 8 s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e

N a t u r a l E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d t o e l i m i n a t e t h e s e v e n d o m i n a n t

m o d e s o f t h e m e a s u r e d 7 0 7 r e s p o n s e

N a t u r a l E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n

s y n t h e s i z e d t o e l i m i n a t e t h e f i v e d o m i n a n t

m o d e s o f t h e m e a s u r e d F - 1 8 r e s p o n s e

C o n v o l u t i o n o f 7 0 7 E - p u l s e w i t h m e a s u r e d

7 0 7 r e s p o n s e . . . . .

C o n v o l u t i o n o f F - 1 8 E - p u l s e w i t h m e a s u r e d

F - 1 8 r e s p o n s e . . . . . . . . . . .

C o n v o l u t i o n o f 7 0 7 E - p u l s e w i t h m e a s u r e d

F - 1 8 r e s p o n s e . . . . . . . . . . . . . .

C o n v o l u t i o n o f F - 1 8 E - p u l s e w i t h m e a s u r e d

7 0 7 r e s p o n s e . . . . . . . . . . .

C o n v o l u t i o n o f F - l 8 c o s i n e f i r s t m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l w i t h m e a s u r e d F - l 8 r e s p o n s e

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m c o n v o l u t i o n o f

f i r s t m o d e 7 0 7 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d 7 0 7 r e s p o n s e . . . . . . . . . .

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m c o n v o l u t i o n o f

f i r s t m o d e 7 0 7 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h m e a s u r e d

7 0 7 r e s p o n s e . . . . . . . . . . .

x x i i

P a g e

4 1 3

4 1 4

4 1 6

4 1 7

4 1 8

4 1 9

4 2 0

4 2 1

4 2 2

4 2 3

4 2 4

4 2 6

4 2 7

4 2 8



F i g u r e

8 . 5 . 1 5

8 . 5 . 1 6

8 . 5 . 1 7

8 . 5 . 1 8

8 . 5 . 1 9

8 . 5 . 2 0

8 . 5 . 2 1

8 . 5 . 2 2

8 . 5 . 2 3

8 . 5 . 2 4

8 . 5 . 2 5

L I S T O F F I G U R E S c o n t i n u e d

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m c o n v o l u t i o n

o f f o u r t h m o d e 7 0 7 e x c i t a t i o n s i g n a l s

w i t h m e a s u r e d 7 0 7 r e s p o n s e . . . .

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m c o n v o l u t i o n

f o u r t h m o d e 7 0 7 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d 7 0 7 r e s p o n s e

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m c o n v o l u t i o n o f

f i r s t m o d e F - 1 8 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d F - 1 8 r e s p o n s e . . . . . . ‘ . .

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m c o n v o l u t i o n

f i r s t m o d e F - 1 8 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d F - 1 8 r e s p o n s e . . . . . .

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m c o n v o l u t i o n o f

t h i r d m o d e F - 1 8 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d F - 1 8 r e s p o n s e . . . . . . . .

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m c o n v o l u t i o n

t h i r d m o d e F - 1 8 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d F - 1 8 r e s p o n s e . . . . .

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m c o n v o l u t i o n o f

f i r s t m o d e 7 0 7 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d F - 1 8 r e s p o n s e .

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m c o n v o l u t i o n

f i r s t m o d e 7 0 7 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d F - 1 8 r e s p o n s e .

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m c o n v o l u t i o n o f

f o u r t h m o d e 7 0 7 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d F - 1 8 r e s p o n s e . . . . . . .

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m c o n v o l u t i o n

f o u r t h m o d e 7 0 7 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d F - 1 8 r e s p o n s e . . . . . . .

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m c o n v o l u t i o n o f

f i r s t m o d e F - 1 8 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d 7 0 7 r e s p o n s e .

x x i i i

o f

o f

o f

o f

o f

P a g e

4 2 9

4 3 0

4 3 1

4 3 2

4 3 3

4 3 4

4 3 5

4 3 6

4 3 7

4 3 8

4 3 9



F i g u r e

8 . 5 . 2 6

8 . 5 . 2 7

8 . 5 . 2 8
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D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m c o n v o l u t i o n

o f f i r s t m o d e F - 1 8 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d 7 0 7 r e s p o n s e . . . . . . . . .

R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m c o n v o l u t i o n o f

t h i r d m o d e F - 1 8 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d 7 0 7 r e s p o n s e . . . . . . .

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m c o n v o l u t i o n

o f t h i r d m o d e F - l 8 e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h

m e a s u r e d 7 0 7 r e s p o n s e . . . . . . .

x x i v

P a g e

4 4 0

4 4 1

4 4 2



C H A P T E R 1

I N T R O D U C T I O N

T h e t o p i c s o f r a d a r t a r g e t i d e n t i f i c a t i o n a n d d i s c r i m i n a t i o n

h a v e g a i n e d i n c r e a s i n g i n t e r e s t i n r e c e n t y e a r s . R e c o n s t r u c t i n g t h e

g e o m e t r y a n d c o m p o s i t i o n o f a c o n d u c t i n g t a r g e t b a s e d u p o n a m e a s u r e -

m e n t o f t h e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d s c a t t e r e d f r o m i t s s u r f a c e i s k n o w n

a s t h e " i n v e r s e s c a t t e r i n g " p r o b l e m . S i n c e t h e t r u e i n v e r s e p r o b l e m

i s e x t r e m e l y d i f f i c u l t t o s o l v e , t h e m o s t p r o m i s i n g d i s c r i m i n a t i o n

t e c h n i q u e s h a v e c o n c e n t r a t e d o n e x t r a c t i n g s i m p l e u n i q u e t a r g e t

f e a t u r e s f r o m t h e s c a t t e r e d f i e l d . T h i s t h e s i s p r e s e n t s a

d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e c a l l e d t h e " E x t i n c t i o n - p u l s e ” o r " E - p u l s e "

t e c h n i q u e , w h i c h u t i l i z e s u n i q u e f e a t u r e s i n t h e t i m e d o m a i n s c a t t e r e d

f i e l d r e s p o n s e o f a r a d a r t a r g e t . °

I t h a s b e e n h y p o t h e s i z e d t h a t t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e t i m e

d o m a i n s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a c o n d u c t i n g r a d a r t a r g e t i s

c o m p o s e d e n t i r e l y o f d a m p e d s i n u s o i d s , o s c i l l a t i n g a t f r e q u e n c i e s w h i c h

a r e f u n c t i o n s o n l y o f t a r g e t g e o m e t r y , a n d n o t t a r g e t a s p e c t . T h e s e

n a t u r a l f r e q u e n c i e s c o m p r i s e a s e t o f f e a t u r e s w h i c h u n i q u e l y d e t e r m i n e

t h e t a r g e t . A n E - p u l s e i s a s p e c i a l a s p e c t i n d e p e n d e n t , f i n i t e

d u r a t i o n w a v e f o r m c o n s t r u c t e d i n s u c h a w a y t h a t , u p o n i n t e r a c t i o n

w i t h a c e r t a i n t a r g e t , r e s u l t s i n a s c a t t e r e d f i e l d w h i c h c o n t a i n s o n l y

a p r e - s p e c i f i e d c o m p o n e n t o f t h e t a r g e t ' s n a t u r a l m o d e s p e c t r u m . I n



p a r t i c u l a r , t h e E — p u l s e c a n b e c o n s t r u c t e d t o r e s u l t i n a n u l l

s c a t t e r e d f i e l d w a v e f o r m b y e l i m i n a t i n g t h e e n t i r e d e x c i t e d p o r t i o n

o f t h e t a r g e t ' s n a t u r a l m o d e s p e c t r u m .

T h e u s e f u l n e s s o f t h e E — p u l s e t e c h n i q u e i s f o u n d e d o n t h e

p r o p e r t y t h a t t h e w a v e f o r m n e e d n o t a c t u a l l y b e t r a n s m i t t e d . I t i s

e a s i l y s h o w n t h a t t h e c o n v o l u t i o n o f t h e E — p u l s e w a v e f o r m a n d t h e

m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f t h e t a r g e t g i v e s r e s u l t s

c o m p l e t e l y a n a l o g o u s t o t r a n s m i t t i n g t h e E - p u l s e d i r e c t l y . T h i s i s

i m p o r t a n t , s i n c e i t a l l o w s t h e u s e o f a n y c o n v e n i e n t i n t e r r o g a t i o n

w a v e f o r m , a s l o n g a s i t h a s s u f f i c i e n t f r e q u e n c y c o n t e n t t o e x c i t e t h e

d e s i r e d n a t u r a l m o d e s .

T h i s t h e s i s c o v e r s a w i d e v a r i e t y o f t o p i c s p e r t i n e n t t o t h e

E - p u l s e t e c h n i q u e . C h a p t e r 2 g i v e s a r e v i e w o f t h e s i n g u l a r i t y

e x p a n s i o n m e t h o d ( S E M ) , w h i c h p r o v i d e s a n a n a l y t i c a l m e t h o d o f

e x p l o i t i n g t h e n a t u r a l r e s o n a n c e d e s c r i p t i o n o f t h e r e s p o n s e o f a

c o n d u c t i n g t a r g e t . C h a p t e r 3 p r e s e n t s a b r i e f o v e r v i e w o f s o m e o f t h e

m o r e r e l e v a n t t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e s d e v e l o p e d b y o t h e r

w o r k e r s , a n d s h o w s t h e a d d i t i o n a l n e e d f o r t h e E - p u l s e t e c h n i q u e .

T h e E - p u l s e c o n c e p t i s i n t r o d u c e d i n c h a p t e r 4 , a n d e x p a n d e d

u p o n i n g r e a t d e t a i l . M a t e r i a l i n t h i s c h a p t e r i n c l u d e s m e t h o d s o f

E - p u l s e s y n t h e s i s a n d i n t e r p r e t a t i o n . C h a p t e r 5 p r e s e n t s a n u m e r i c a l

v e r i f i c a t i o n o f t h e E — p u l s e c o n c e p t , a n d p r o v i d e s e x a m p l e s o f

d i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n d i f f e r i n g t h i n c y l i n d e r t a r g e t s .

C h a p t e r 6 p r e s e n t s m e t h o d s f o r e x t r a c t i n g t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s o f c o n d u c t i n g t a r g e t s f r o m m e a s u r e m e n t s o f t h e i r t i m e

d o m a i n r e s p o n s e s . T h i s i s a n i m p o r t a n t t o p i c , s i n c e t h e n a t u r a l



' f r e q u e n c i e s o f p r a c t i c a l t a r g e t s w i l l n o t b e a v a i l a b l e f r o m t h e o r e t i c a l

a n a l y s e s .

C h a p t e r 7 g i v e s a n e l e c t r o m a g n e t i c a n a l y s i s o f a p a r t i c u l a r

s c a t t e r e r - - a t h i n w i r e s h a p e d i n t o a n e l l i p t i c a l l o o p . T h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s o f t h i s t a r g e t a r e o b t a i n e d u s i n g t h e s i n g u l a r i t y e x p a n s i o n

m e t h o d i n t r o d u c e d i n c h a p t e r 2 , a n d E - p u l s e s a r e c o n s t r u c t e d f o r t h e i r

e l i m i n a t i o n .

L a s t l y , c h a p t e r 8 i n t r o d u c e s e x p e r i m e n t a l v a l i d a t i o n o f b o t h t h e

n a t u r a l r e s o n a n c e e x p a n s i o n o f t h e f i e l d s c a t t e r e d b y a c o n d u c t i n g

t a r g e t , a n d o f t h e E - p u l s e c o n c e p t i t s e l f . V e r i f i c a t i o n o f t h e E - p u l s e

c o n c e p t i s p r o v i d e d u s i n g t h e s c a t t e r e d f i e l d m e a s u r e m e n t s o f s c a l e

a i r c r a f t m o d e l s .



C H A P T E R 2

T H E S I N G U L A R I T Y E X P A N S I O N M E T H O D

2 . 1 I n t r o d u c t i o n

T h e s i n g u l a r i t y e x p a n s i o n m e t h o d ( S E M ) i s a n a n a l y t i c a l

t e c h n i q u e f i r s t f o r m a l i z e d b y C . E . B a u m i n t h e e a r l y 1 9 7 0 ' s f o r

a n a l y z i n g t h e t r a n s i e n t r e s p o n s e o f a n t e n n a s a n d s c a t t e r e r s t o

c o m p l i c a t e d t i m e v a r y i n g e x c i t a t i o n s [ 1 ] . I t s b a s i s i s f o u n d e d o n t h e

r e s u l t s o f m a n y e x p e r i m e n t s a n d t h e o r e t i c a l a n a l y s e s ( s e e [ 2 ] , [ 3 ] , o r

[ 4 ] f o r e x a m p l e ) w h i c h r e v e a l e d t h a t t h e t i m e d o m a i n r e s p o n s e o f s u c h

o b j e c t s i s d o m i n a t e d i n t h e l a t e - t i m e p e r i o d ( i . e . a f t e r t h e

e x c i t a t i o n h a s b e e n r e m o v e d ) b y a s u m o f e x p o n e n t i a l l y d a m p e d

s i n u s o i d a l f u n c t i o n s . T h e f r e q u e n c i e s o f t h e s e o s c i l l a t i o n s w e r e s e e n

t o b e d e p e n d e n t o n l y u p o n t h e p h y s i c a l p r o p e r t i e s o f t h e o b j e c t s - -

g e o m e t r y , f o r p e r f e c t l y c o n d u c t i n g b o d i e s - - a n d n o t u p o n t h e

p a r t i c u l a r f o r m o f e x c i t a t i o n .

L a t e r d e v e l o p m e n t s i n t h e f i e l d o f S E M h a v e i n g e n e r a l t a k e n o n e

o f t w o p a t h s . M a n y r e s e a r c h e r s h a v e a t t e m p t e d t o i n v e s t i g a t e t h e

t h e o r e t i c a l i m p l i c a t i o n s o f t h e m e t h o d [ S J - [ 1 3 ] , i n c l u d i n g t h e p r o p e r

e x p a n s i o n o f t h e e a r l y a n d l a t e - t i m e r e s p o n s e s , w h i l e o t h e r s h a v e

e m p l o y e d t h e m e t h o d f o r t h e a n a l y s i s o f p a r t i c u l a r e l e c t r o m a g n e t i c

p r o b l e m s [ 1 4 1 - [ 1 7 ] . T h i s c h a p t e r w i l l p r e s e n t a s h o r t t h e o r e t i c a l



o v e r v i e w o f t h e S E M t e c h n i q u e t h e r e s u l t s o f w h i c h f o r m t h e b a s i s f o r

a r a d a r t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n m e t h o d w h i c h i s i n v e s t i g a t e d e x t e n s i v e l y

i n l a t e r c h a p t e r s . A n e l e c t r o m a g n e t i c a n a l y s i s o f a p a r t i c u l a r

s c a t t e r e r ( a t h i n w i r e e l l i p t i c a l l y s h a p e d l o o p ) w i l l b e c o n d u c t e d i n

c h a p t e r s e v e n u s i n g t h e t h e o r y d e v e l o p e d i n t h i s c h a p t e r .

2 . 2 S E M R e p r e s e n t a t i o n o f S c a t t e r e d F i e l d

T h e e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d s c a t t e r e d b y a p e r f e c t l y c o n d u c t i n g

t a r g e t r e s u l t s f r o m t h e s u r f a c e c u r r e n t a n d c h a r g e i n d u c e d b y t h e

e x c i t a t i o n f i e l d , a s s h o w n i n F i g u r e 2 . 2 . 1 . E x p e r i m e n t a l e v i d e n c e

s u g g e s t s t h a t t h e s u r f a c e c u r r e n t c a n b e r e p r e s e n t e d i n t h e l a t e - t i m e

p e r i o d b y a s u m o f n a t u r a l m o d e d a m p e d s i n u s o i d a l f u n c t i o n s

2

+ + + + g t
K ( r , t ) = “ £ 1 A n K n ( r ) e n c o s ( w n t + ¢ n ) ( 2 . 2 . 1 )

H e r e R n ( f ) i s t h e s p a t i a l c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o f t h e n ' t h n a t u r a l

o s c i l l a t i o n m o d e , A n a n d ¢ n a r e t h e a m p l i t u d e a n d p h a s e o f t h e n ' t h

m o d e , a n d S D = o n + j w n i s t h e c o m p l e x n a t u r a l f r e q u e n c y o f t h e n ' t h

m o d e . W h e r e a s t h e p h a s e a n d a m p l i t u d e a r e d i r e c t l y d e p e n d e n t u p o n t h e

f o r m o f e x c i t a t i o n ( e . g . t a r g e t a s p e c t ) , t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f

a n y p a r t i c u l a r c o n d u c t i n g t a r g e t a r e d e t e r m i n e d b y t h e o b j e c t ' s

g e o m e t r y o n l y .

C a l c u l a t i o n o f t h e t r a n s i e n t s c a t t e r e d f i e l d m a i n t a i n e d b y t h e

i n d u c e d s u r f a c e c u r r e n t a n d c h a r g e i s s i m p l i f i e d g r e a t l y b y u s i n g a

t r a n s f o r m d o m a i n a n a l y s i s . T h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f a f u n c t i o n f ( t )

i s d e f i n e d a s [ 1 8 ]





o S ( ? . t )

   

   

c o n d u c t i n g

t a r g e t

E i ( ? , t )

F i g u r e 2 . 2 . 1 . T r a n s i e n t e x c i t a t i o n o f a p e r f e c t l y c o n d u c t i n g

s c a t t e r e r .



F ( s ) = L { f ( t ) } = f : f ( t ) e - S t d t ( 2 . 2 . 2 )

a n d t h e c o r r e s p o n d i n g i n v e r s e t r a n s f o r m i s

f ( t ) = L - 1 { F ( s ) } = 5 % 3 - f F ( s ) e S t d s ( 2 . 2 . 3 )
B r

w h e r e t h e i n v e r s i o n i n t e g r a l i s p e r f o r m e d o v e r t h e B r o m w i c h c o n t o u r ,

a n d f ( t ) i s t a k e n t o b e a t i m e c a u s a l f u n c t i o n . S u b s t i t u t i n g t h e t i m e

d o m a i n f o r m o f t h e s u r f a c e c u r r e n t ( 2 . 2 . 1 ) i n t o ( 2 . 2 . 2 ) r e s u l t s i n t h e

t r a n s f o r m d o m a i n f o r m o f t h e s u r f a c e c u r r e n t

+ + 2 N + + _ 1
K ( r , s ) = Z a ( s ) K ( r ) ( s - s ) ( 2 . 2 . 4 )

n = 1 n n n

T h u s , t h e l a t e - t i m e s u r f a c e c u r r e n t i s a s u m o f s i m p l e p o l e

s i n g u l a r i t i e s i n t h e c o m p l e x f r e q u e n c y p l a n e . F o r r e a l c o n d u c t i n g

t a r g e t s t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o c c u r i n N c o m p l e x c o n j u g a t e p a i r s ,

a n d i t i s e a s i l y s e e n t h a t a p p l i c a t i o n o f t h e i n v e r s e t r a n s f o r m ( 2 . 2 . 3 )

a n d C a u c h y ' s r e s i d u e t h e o r e m r e t u r n s ( 2 . 2 . 4 ) t o t h e t i m e d o m a i n f o r m

( 2 . 2 . 1 ) . T h e a m p l i t u d e a n d p h a s e i n f o r m a t i o n o f t h e n ' t h m o d e i s

c o n t a i n e d i n t h e a s p e c t d e p e n d e n t " c o u p l i n g c o e f f i c i e n t " a n ( s ) .

T h e f u n d a m e n t a l a s s u m p t i o n o f S E M a n a l y s i s i s t h a t ( 2 . 2 . 4 ) i s a

v a l i d t r a n s f o r m d o m a i n r e p r e s e n t a t i o n o f t h e s u r f a c e c u r r e n t d u r i n g t h e

l a t e - t i m e . T h a t i s , t h e r e e x i s t n o c o n t r i b u t i o n s d u e t o h i g h e r o r d e r

p o l e s , e s s e n t i a l s i n g u l a r i t i e s , e n t i r e f u n c t i o n s , e t c . I t i s

i m p o r t a n t t o s t r e s s , t h o u g h , t h a t t h i s r e p r e s e n t a t i o n i s v a l i d i n t h e
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l a t e - t i m e o n l y . C o n s e n s u s h o l d s t h a t a s i m p l e p o l e s e r i e s a l o n e i s

n o t a s u f f i c i e n t r e p r e s e n t a t i o n d u r i n g t h e e a r l y - t i m e p e r i o d ( w h e n t h e

e x c i t a t i o n f i e l d i s i n t e r a c t i n g w i t h t h e t a r g e t ) , a n d a n e n t i r e

f u n c t i o n m u s t a l s o b e i n c l u d e d ( s e e [ 9 ] o r [ I Q f o r e x a m p l e . )

U s i n g r e t a r d e d p o t e n t i a l t h e o r y , t h e s c a t t e r e d e l e c t r i c f i e l d

c a n b e w r i t t e n a s

( 2 . 2 . 5 )

w h e r e t h e s c a l a r p o t e n t i a l i s g i v e n i n t e r m s o f e l e c t r i c s u r f a c e c h a r g e

+

d e n s i t y p 8 ( r , t ) a s

o s ( ? , t ) =  

 

d S ' ( 2 . 2 . 6 )
1 p s ( ? ' s t " R / C )

l , R4 n e
o

a n d t h e v e c t o r p o t e n t i a l i s g i v e n i n t e r m s o f s u r f a c e c u r r e n t

d e n s i t y R ( ? , t ) a s

S
( i t ) =

u + + ' - '

— - 9 - J K “ ’ t R “ ) d S ' ( 2 . 2 . 7 )S a4 n

I n v o k i n g t h e L a p l a c e t r a n s f o r m ( 2 . 2 . 2 ) a n d e m p l o y i n g t h e c o n t i n u i t y

e q u a t i o n r e s u l t s i n t h e t r a n s f o r m d o m a i n e x p r e s s i o n f o r t h e s c a t t e r e d

e l e c t r i c f i e l d m a i n t a i n e d b y t h e i n d u c e d s u r f a c e c u r r e n t

- ‘ Y R

$ 5 3 6 . 3 ) = « L ! [ v " . ' 1 € ( ? : s ) v - # 1 5 6 3 3 ) ] 9 — — d S ' ( 2 . 2 . 8 )
3 6 0 S R



+ +
w h e r e R = I r — r ' l a n d y = s / c , c b e i n g t h e s p e e d o f l i g h t i n f r e e

s p a c e .

A t t h i s p o i n t i t b e c o m e s c o n v e n i e n t t o i n t r o d u c e t h e G r e e n ' s

d y a d i c n o t a t i o n . D e n o t i n g t h e e l e c t r i c G r e e n ' s d y a d i c f u n c t i o n a s

E ( ? | ? ' ; s ) = ( I - V V ) G ( ? | ¥ ' ; S ) ( 2 . 2 . 9 )

w h e r e

_ - Y R

R

 

C ( F I F ' ; s ) = ( 2 . 2 . 1 0 )

W i t h t h i s n o t a t i o n a n d u s i n g ( 2 . 2 . 4 ) t o r e p r e s e n t s u r f a c e c u r r e n t , t h e

S E M t r a n s f o r m d o m a i n r e p r e s e n t a t i o n o f t h e s c a t t e r e d f i e l d c a n b e

w r i t t e n a s

+ 3 + 2 N + - + - + - >
E ( r , s ) = - s u 0 Z a n n ( s ) ( s - s ) I F S ( r l r ' ; s ) ° K ( r ' ) d S ' ( 2 . 2 . 1 1 )

F i n a l l y , u s i n g ( 2 . 2 . 3 ) t o i n v e r t ( 2 . 2 . 1 1 ) t h e S E M t i m e d o m a i n r e p r e -

s e n t a t i o n o f t h e s c a t t e r e d e l e c t r i c f i e l d i s g i v e n b y

2 N
E S ( ? , c ) = - u o Z s n a n ( s n ) e S n t f é e ( r l r ' ; s n ) K n ( r ) d S ' ( 2 . 2 . 1 2 )

n = 1



1 0

2 . 3 I n t e g r a l E q u a t i o n f o r S u r f a c e C u r r e n t

B e f o r e e q u a t i o n ( 2 . 2 . 1 2 ) c a n b e e m p l o y e d t o c a l c u l a t e t h e

s c a t t e r e d e l e c t r i c f i e l d , t h e s u r f a c e c u r r e n t e s t a b l i s h e d b y t h e

e x c i t a t i o n f i e l d m u s t b e d e t e r m i n e d . T h i s r e q u i r e s t h e c a l c u l a t i o n

o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s , c o u p l i n g c o e f f i c i e n t s , a n d m o d a l c u r r e n t

d i s t r i b u t i o n s , a l l o f w h i c h a r e i n c l u d e d i n t h e c u r r e n t r e p r e s e n t a t i o n

( 2 . 2 . 4 ) . A s s t r e s s e d e a r l i e r , t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s a n d m o d a l

c u r r e n t s a r e d e t e r m i n e d f r o m s o l u t i o n s t o t h e u n f o r c e d p r o b l e m , a n d a r e

f u n c t i o n s o f t a r g e t g e o m e t r y o n l y . H o w e v e r , t h e c o u p l i n g c o e f f i c i e n t s

a r e s t r o n g f u n c t i o n s o f t a r g e t e x c i t a t i o n a n d c o n t a i n a l l t h e i n f o r -

m a t i o n r e g a r d i n g t a r g e t a s p e c t .

T h e s u r f a c e c u r r e n t i s c a l c u l a t e d t h r o u g h t h e s o l u t i o n t o a n

e l e c t r i c f i e l d i n t e g r a l e q u a t i o n ( E F I E ) . T h i s i n t e g r a l e q u a t i o n i s

f o r m u l a t e d b y e m p l o y i n g t h e b o u n d a r y c o n d i t i o n f o r t h e e l e c t r i c f i e l d

o n t h e s u r f a c e o f t h e p e r f e c t l y c o n d u c t i n g s c a t t e r

( f , s ) = - c - E S ( ? , s ) ( 2 . 3 . 1 )

w h e r e E 1 ( f , s ) i s t h e e x c i t a t i o n f i e l d i n c i d e n t u p o n t h e s c a t t e r e r a n d

A

t i s t h e u n i t t a n g e n t v e c t o r . W r i t i n g t h e s c a t t e r e d f i e l d a s i n

( 2 . 2 . 1 1 ) y i e l d s t h e E F I E

N 2 + + + + .
n E l a n “ ) ( s - s n ) - 1 £ t ' G é ( r | r ' ; s ) - K n ( r ' ) d S ' = — — £ L £ £ 4 § 2 - ( 2 . 3 . 2 )

w h i c h m u s t h o l d f o r a l l p o i n t s o n t h e s u r f a c e o f t h e s c a t t e r : ; e S .



1 1

W h e n t h e e x c i t a t i o n f i e l d i s z e r o , t h e o n l y p o s s i b l e s o l u t i o n s t o t h e

r e s u l t i n g h o m o g e n e o u s e q u a t i o n r e p r e s e n t t h e n a t u r a l o s c i l l a t i o n m o d e s

o f t h e t a r g e t ( i . e . t h e r e a r e s o l u t i o n s t o t h e h o m o g e n e o u s E F I E o n l y

a t d i s c r e t e f r e q u e n c i e s S = S n ' ) T h u s , t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s a n d t h e

n a t u r a l m o d e c u r r e n t d i s t r i b u t i o n s a r e d e t e r m i n e d b y s o l v i n g

f t E e ( ¥ | ¥ ' ; s ) - E n ( ? ' ) d s ' = o f o r a l l P a s ( 2 . 3 . 3 )
8

T h e c o u p l i n g c o e f f i c i e n t s a r e d e t e r m i n e d f r o m t h e E F I E ( 2 . 3 . 2 )

" + + + +
b y r e p l a c i n g t h e t a n g e n t i a l u n i t v e c t o r t w i t h d e K m ( r ) , w h e r e K m ( r )

S

i s t h e c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o f t h e m ' t h m o d e . E m p l o y i n g t h e r e c i p r o c a l i t y

o f t h e G r e e n ' s d y a d i c i n f a n d f ' , t a k i n g t h e l i m i t a s 5 n + 5 m a n d

u s i n g l ' H 6 p i t a 1 ' s r u l e a n d ( 2 . 3 . 3 ) r e s u l t s i n

= 1 + 1 + ' . - + + ' '
a m ( s m ) E ; ; fi ; ; ; g E ( r , s m ) K m ( r ) d S ( 2 . 3 . 4 )

w h e r e c m i s a n o r m a l i z a t i o n c o e f f i c i e n t g i v e n b y

+ + 3 5 ( ? | ? ' ; s ) + +
c m = d e K m ( r ) - J - 9 ' K m ( r ' ) d S ' ( 2 . 3 . 5 )

a s
S S s - s m

 

T h i s i s t h e s o - c a l l e d " c l a s s - 1 " c o u p l i n g c o e f f i c i e n t o f B a u m [ 8 ] ,

w h i c h i s a p p l i c a b l e t o l a t e - t i m e o n l y , a n d i s u s e d i n t h e t i m e d o m a i n

S E M r e p r e s e n t a t i o n o f t h e s c a t t e r e d f i e l d ( 2 . 4 . 3 ) . R e p l a c i n g s m b y 3

y i e l d s t h e m o r e c o n t r o v e r s i a l " c l a s s - 2 " c o e f f i c i e n t
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a m ( s ) = s n i c m g E i ( ? ' , s ) - E m ( ? ' ) d s ' ( 2 . 3 . 6 )

w h i c h i s t h e l a t e - t i m e f r e q u e n c y d o m a i n e q u i v e l a n t t o t h e c l a s s - 1

c o e f f i c i e n t ; t h a t i s , i t s u s e i n ( 2 . 2 . 1 1 ) a l o n g w i t h C a u c h y ' s r e s i d u e

t h e o r e m m e r e l y r e s u l t s i n t h e i d e n t i c a l c l a s s - 1 a n ( s n ) o f e q u a t i o n

( 2 . 2 . 1 2 ) . H o w e v e r , t h e c l a s s - 2 c o e f f i c i e n t i s c o n j e c t u r e d t o a p p l y t o

e a r l y - t i m e a s w e l l [ 8 ] . I n t h i s c a s e , a n ( s ) m u s t b e c a l c u l a t e d

e x p l i c i t l y , a n d a m o r e r i g o r o u s i n v e r s i o n o f ( 2 . 2 . 1 1 ) e m p l o y e d .

2 . 4 T i m e D o m a i n R e p r e s e n t a t i o n o f S c a t t e r e d F i e l d

F o r t h e c a s e o f r a d a r i l l u m i n a t i o n , i t c a n b e a s s u m e d t h a t t h e

t a r g e t i s i n t h e f a r f i e l d r e g i o n o f t h e t r a n s m i t t i n g a n t e n n a . T h u s ,

t h e i n c i d e n t e l e c t r i c f i e l d i s a c o m p o n e n t o f a p l a n e w a v e f r o n t , o r

. t ) = p E O e ( t - r / c ) ( 2 . 4 . 1 )

w h e r e p d e t e r m i n e s t h e p o l a r i z a t i o n o f t h e e l e c t r i c f i e l d , a n d e ( t )

d e s c r i b e s t h e t e m p o r a l v a r i a t i o n o f t h e f i e l d . T r a n s f o r m i n g t h i s t o

t h e f r e q u e n c y d o m a i n v i a ( 2 . 2 . 2 ) y i e l d s

E i ( ? , s ) = p E O E ( s ) e - Y r ( 2 4 . 2 )

w h e r e E ( s ) i s t h e t r a n s f o r m o f e ( t ) . S u b s t i t u t i n g ( 2 . 4 . 2 ) i n t o t h e

c l a s s — 1 c o u p l i n g c o e f f i c i e n t ( 2 . 3 . 4 ) a n d t h a t r e s u l t i n t o ( 2 . 2 . 1 2 )

g i v e s t h e t i m e d o m a i n s c a t t e r e d f i e l d r e p r e s e n t a t i o n
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+ 8 + 2 N E ( S n ) s t - r . + +
E ( r , t ) = - E 0 2 e n [ f e Y p ' K ( r ) d S ] x

n = 1 C n s n

x 1 £ 5 e ( ? | ? ' ; s n ) ~ fi n ( ¥ ' ) d s ' ] ( 2 . 4 . 3 )

S i n c e t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o c c u r i n c o m p l e x c o n j u g a t e p a i r s , t h e

v e c t o r m a g n i t u d e o f t h i s f i e l d c a n a l s o b e w r i t t e n a s

N

E s ( ¥ , c ) = Z A ' ( ¥ ) e ° n t c o s ( m c + ¢ ' ( ? ) ) ( 2 . 4 . 4 )
n n n

n = 1

r e v e a l i n g t h a t t h e s c a t t e r e d e l e c t r i c f i e l d a l s o v a r i e s , i n t h e

l a t e - t i m e , a s a s u m o f d a m p e d s i n u s o i d a l f u n c t i o n s .

I t i s t h i s l a t e - t i m e b e h a v i o r o f t h e s c a t t e r e d f i e l d t h a t w i l l

b e u t i l i z e d f o r r a d a r t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n p u r p o s e s i n t h e f o l l o w i n g

c h a p t e r s .



C H A P T E R 3

R A D A R T A R G E T D I S C R I M I N A T I O N A N D I D E N T I F I C A T I O N S C H E M E S

3 . 1 I n t r o d u c t i o n

R a d a r t a r g e t i d e n t i f i c a t i o n i n i t s p u r e s t f o r m i s a n i n v e r s e

p r o b l e m - - t h e r e c o n s t r u c t i o n o f t h e g e o m e t r y a n d c o m p o s i t i o n o f a

t a r g e t f r o m m e a s u r e m e n t s o f s c a t t e r e d e l e c t r o m a g n e t i c r a d i a t i o n . T h e

t a r g e t c a n t h e n b e i d e n t i f i e d o r d i s c r i m i n a t e d f r o m o t h e r t a r g e t s o r

c l a s s e s o f t a r g e t s b y c o m p a r i s o n t o k n o w n s h a p e s a n d c o m p o s i t i o n s . I n

a l e s s r i g i d s e n s e , r a d a r t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n i n v o l v e s t h e e x t r a c t i o n

o f f e a t u r e s f r o m t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d w h i c h

c o r r e s p o n d u n i q u e l y t o i n d i v i d u a l t a r g e t s [ 2 9 ] . D i s c r i m i n a t i o n ( o r

i d e n t i f i c a t i o n ) i s t h e n a c c o m p l i s h e d b y a c o m p a r i s o n o f t h e s e

f e a t u r e s .

R a d a r t a r g e t f e a t u r e s f o r a c o n d u c t i n g t a r g e t a r e c l o s e l y

r e l a t e d t o g e o m e t r y , a n d c a n t a k e a d v a n t a g e o f a l l t h e i n f o r m a t i o n

c o n t a i n e d i n t h e s c a t t e r e d f i e l d - - a m p l i t u d e , p h a s e , p o l a r i z a t i o n , a n d

f r e q u e n c y c o n t e n t . W h e r e a s t h e s o l u t i o n o f t h e t r u e i n v e r s e p r o b l e m

r e q u i r e s a n i n f i n i t e a m o u n t o f i n f o r m a t i o n ( i . e . a m e a s u r e m e n t o f t h e

s c a t t e r e d f i e l d a t a l l f r e q u e n c i e s o r a l l a s p e c t a n g l e s ) [ 3 0 ] o n l y a

f e w f e a t u r e s m a y b e r e q u i r e d f o r t h e c l a s s i f i c a t i o n o f a w i d e v a r i e t y

o f t a r g e t s . A n e x a m p l e o f a f e a t u r e w h i c h i s n o t u n i q u e i s t h e

c l a s s i c a l r a d a r c r o s s s e c t i o n ( R C S ) .

1 4
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T h i s c h a p t e r w i l l c o n d u c t a s h o r t o v e r v i e w o f s o m e o f t h e m o r e

r e c e n t m e t h o d s c o n c e i v e d f o r r a d a r t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n . I t w i l l b e

b y n o m e a n s e x h a u s t i v e , b u t i n s t e a d w i l l t r y t o p l a c e t h e p r o p o s e d

d i s c r i m i n a t i o n t e c h n i q u e s o f t h i s t h e s i s i n p r o p e r p e r s p e c t i v e . T h e

n e w s c h e m e a s s u g g e s t e d i n t h i s a n d l a t e r c h a p t e r s w i l l b e s h o w n t o

b e a n e v o l u t i o n o f a n a t t e m p t t o o v e r c o m e t h e t w o m o s t f u n d a m e n t a l

p r o b l e m s o f t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n - - n o i s e a n d s e n s i t i v i t y t o t a r g e t

a s p e c t .

T h e d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e s r e v i e w e d i n t h i s c h a p t e r c a n b e

d i v i d e d i n t o t w o f u n d a m e n t a l g r o u p s . T h e f i r s t i n v o l v e s t h e u s e o f t h e

p r o p e r t i e s o f t h e t a r g e t s c a t t e r i n g m a t r i x . T h e s e c o n d u t i l i z e s t h e

f r e q u e n c y ( o r , e q u i v a l e n t l y , t i m e ) r e s p o n s e o f t h e t a r g e t .

3 . 2 P o l a r i z a t i o n T e c h n i q u e s

I n t h e c a s e o f t i m e — h a r m o n i c e x c i t a t i o n i t i s c o n v e n i e n t t o

c o n s i d e r a r a d a r t a r g e t a s a " p o l a r i z a t i o n t r a n s f o r m e r " [ 3 1 ] . T h e

v e c t o r e l e c t r i c f i e l d s c a t t e r e d f r o m t h e p e r f e c t l y c o n d u c t i n g t a r g e t

c a n b e r e l a t e d t o t h e i n c i d e n t f i e l d t h r o u g h

( 3 . 2 . 1 )

w h e r e 2 . 1 3 t h e t w o d i m e n s i o n a l s c a t t e r i n g m a t r i x . T h i s m a t r i x

d e s c r i b e s t h e c h a n g e s i n p o l a r i z a t i o n b e t w e e n t h e i n c i d e n t a n d

r e f l e c t e d w a v e s a n d i s a f u n c t i o n o f f r e q u e n c y a n d t a r g e t a s p e c t .

T h e p o l a r i z a t i o n s t a t e s o f t h e s e w a v e s a r e o f t e n m a p p e d o n t o t h e

s u r f a c e o f a s p h e r e ( t h e P o i n c a r é s p h e r e . ) T w i c e t h e o r i e n t a t i o n
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a n g l e o f t h e e l l i p t i c a l p o l a r i z a t i o n a n d t w i c e t h e a r c t a n g e n t o f t h e

a x i a l r a t i o d e f i n e l o n g i t u d e a n d l a t i t u d e , r e s p e c t i v e l y , o f a p o i n t o n

t h e s p h e r e . T h u s , t h e m a p p i n g i s o n e t o o n e a n d t h e e q u a t o r o f t h e

s p h e r e c o n t a i n s a l l l i n e a r p o l a r i z a t i o n s [ 3 2 ] .

T a r g e t c l a s s i f i c a t i o n b y r e c o n s t r u c t i n g t h e s c a t t e r i n g m a t r i x

i s i m p r a c t i c a l , s i n c e m e a s u r e m e n t s w o u l d b e r e q u i r e d a t a n i n f i n i t e

n u m b e r o f p o l a r i z a t i o n s t a t e s . R a t h e r , t h e p o l a r i z a t i o n p r o p e r t i e s o f

a n y t a r g e t c a n b e c h a r a c t e r i z e d b y i t s " n u l l p o l a r i z a t i o n s " - - t h e t w o

s t a t e s f o r w h i c h t h e b a c k s c a t t e r e d w a v e i s p o l a r i z e d o r t h o g o n a l t o t h e

t r a n s m i t t i n g a n t e n n a ( a n d f o r w h i c h t h e t a r g e t i s i n v i s i b l e t o t h e

r a d a r . ) T h e s e p o l a r i z a t i o n s c o r r e s p o n d t o t h e e i g e n v e c t o r s o f : 1

W i t h t h i s n o t a t i o n i t i s p o s s i b l e t o m a k e a g e n e r a l c l a s s i f i c a t i o n o f

r a d a r t a r g e t s b a s e d o n t h e i r p o l a r i z a t i o n p r o p e r t i e s . T h e n u l l p o l a r -

i z a t i o n s o f l i n e a r t a r g e t s ( s u c h a s t h i n w i r e s ) c o i n c i d e a t a s i n g l e

p o i n t o n t h e s p h e r e . T h e n u l l p o l a r i z a t i o n s o f a n i s o t r o p i c t a r g e t

( s u c h a s a h o m o g e n e o u s s p h e r e ) r e s i d e a t o p p o s i t e p o i n t s o n t h e s p h e r e .

A s y m m e t r i c t a r g e t h a s n u l l p o i n t s l o c a t e d a l o n g p a r a l l e l s o f l a t i t u d e

e q u i d i s t a n t f r o m t h e l i n e a r p o l a r i z a t i o n e q u a t o r .

I n a d d i t i o n t o t h e n u l l p o l a r i z a t i o n s , e a c h t a r g e t h a s a s s o c i -

a t e d w i t h i t a m a x i m a l c o p o l a r i z a t i o n . T o g e t h e r , t h i s s e t i s r e f e r r e d

t o a s t h e " o p t i m u m " p o l a r i z a t i o n s [ 3 3 ] . T h e o p t i m u m p o l a r i z a t i o n s

f a l l o n a g r e a t c i r c l e o n t h e p o l a r i z a t i o n s p h e r e i n a s y m m e t r i c a l

a r r a n g e m e n t r e f e r r e d t o a s t h e " H u y n e n f o r k . " T h e H u y n e n f o r k i s o n e

o f t h e m o s t p o p u l a r " p o l a r i z a t i o n i n v a r i e n t s " w h i c h c a n b e u s e d i n

t a r g e t c l a s s i f i c a t i o n a n d d i s c r i m i n a t i o n . A l t h o u g h t h e f o r k r o t a t e s

a s t h e p i t c h a n g l e o f t h e t a r g e t i s c h a n g e d ( a l o n g t h e r a d a r l i n e o f
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s i g h t ) , i t s r e l a t i v e o r i e n t a t i o n r e m a i n s c o n s t a n t ( t h u s t h e d e s c r i p t i o n

" i n v a r i e n t " . ) S i n c e e a c h s p e c i f i c t a r g e t h a s a s p e c i f i c h u y n e n f o r k

( a t a g i v e n v a l u e o f r o l l a n d y a w ) t h e t a r g e t c a n b e c o n c e i v a b l y

d i s c r i m i n a t e d r e g a r d l e s s o f t h e v a l u e o f p i t c h a n g l e .

T h e u s e o f a p o l a r i z a t i o n i n v a r i e n t s u c h a s t h e H u y n e n f o r k a s

t h e f e a t u r e f o r t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n h a s a g r e a t a p p e a l . S i n c e o n l y

o n e f r e q u e n c y i s n e e d e d t h i s t e c h n i q u e i s e a s i l y a d a p t a b l e t o e x i s t i n g

s i n g l e f r e q u e n c y r a d a r s y s t e m s . I t i s o n l y n e c e s s a r y t h a t t h e r a d a r

b e m o d i f i e d t o b e p o l a r i z a t i o n s e n s i t i v e . U n f o r t u n a t e l y , t h e o p t i m a l

p o l a r i z a t i o n s h a v e b e e n s h o w n t o b e e x t r e m e l y d e p e n d e n t u p o n t h e y a w

a n d r o l l a n g l e o f t h e t a r g e t [ 3 3 ] . S i n c e t h e o p t i m a l p o l a r i z a t i o n s

d e s c r i b e t h e e i g e n v e c t o r s o f t h e s c a t t e r i n g m a t r i x , a n y o t h e r p o l a r -

i z a t i o n d i s c r i m i n a n t w i l l a l s o b e h i g h l y s e n s i t i v e t o r o l l a n d y a w .

T h i s d e p e n d e n c e u p o n c h a n g i n g a s p e c t m a k e s p o l a r i z a t i o n i n v a r i e n t s

v e r y d i f f i c u l t t o u s e a s t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n f e a t u r e s f o r m o v i n g

t a r g e t s [ 3 3 ] .

3 . 3 F r e q u e n c y R e s p o n s e T e c h n i q u e s

Q u i t e a l a r g e n u m b e r o f t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e s h a v e b e e n

d e v e l o p e d b a s e d o n t h e f r e q u e n c y r e s p o n s e o f t h e t a r g e t ( o r , e q u i v a -

l e n t l y , t h e i m p u l s e r e s p o n s e , w h i c h i s t h e i n v e r s e F o u r i e r t r a n s f o r m

o f t h e f r e q u e n c y r e s p o n s e . ) S e v e r a l o f t h e s e w i l l b e c o n s i d e r e d i n

t h i s s e c t i o n .
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3 . 3 . 1 M u l t i p l e F r e q u e n c y M e a s u r e m e n t s

T h e c o m p o n e n t o f b a c k s c a t t e r e d f i e l d i n t h e d i r e c t i o n o f t h e

i n c i d e n t e l e c t r i c f i e l d a l a r g e d i s t a n c e f r o m a c o n d u c t i n g t a r g e t c a n

b e w r i t t e n a s [ 3 4 ]

E S 3 M G ( j w ) E i ( 3 . 3 . 1 . 1 )
2 / F f

w h e r e k i s t h e w a v e n u m b e r a n d C ( j m ) i s t h e t a r g e t ' s b a c k s c a t t e r

f r e q u e n c y r e s p o n s e a t a g i v e n a s p e c t . ( T h e m a g n i t u d e s q u a r e d o f G

c o r r e s p o n d s t o t h e R C 8 o f t h e t a r g e t . ) K n o w l e d g e o f C ( j w ) u n i q u e l y

d e t e r m i n e s t h e t a r g e t a n d t h u s c a n b e u s e d f o r i d e n t i f i c a t i o n o r

d i s c r i m i n a t i o n . H o w e v e r , i t i s i m p r a c t i c a l t o r e c o n s t r u c t C ( j w ) s i n c e

a n i n f i n i t e n u m b e r o f f r e q u e n c y m e a s u r e m e n t s w o u l d b e r e q u i r e d .

R a t h e r , i t i s m o r e p l a u s i b l e t o a p p r o x i m a t e C ( j m ) b y m a k i n g o n l y a f e w

m e a s u r e m e n t s a t c a r e f u l l y c h o s e n f r e q u e n c i e s . I f t h e t a r g e t r e s p o n s e

a t t h e s e f r e q u e n c i e s i s u n i q u e l y d e p e n d e n t u p o n t h e t a r g e t g e o m e t r y ,

t h e n t h e a m p l i t u d e o f t h e b a c k s c a t t e r e d w a v e a t t h e s e f r e q u e n c i e s c a n

b e u s e d a s t h e s e t o f t a r g e t f e a t u r e s .

I t i s i m p o r t a n t t o d e c i d e o v e r w h i c h f r e q u e n c y r a n g e t h e t a r g e t

i s b e s t c h a r a c t e r i z e d . T h e h i g h e r f r e q u e n c i e s c o r r e s p o n d t o t h e f i n e

d e t a i l o f t h e t a r g e t , w h i l e t h e l o w e r f r e q u e n c i e s c h a r a c t e r i z e t h e

t a r g e t ' s b u l k s h a p e . T h i s c a n b e s h o w n b y l e t t i n g s = j w a n d

e x p a n d i n g C ( s ) a t s m a l l v a l u e s o f 3 , g i v i n g

G ( s ) = a 0 + a l s + a z s 2 + . . . ( 3 . 3 . 1 . 2 )
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H e r e a 0 a n d 3 1 a r e z e r o , w h i l e a 2 , t h e R a y l e i g h c o e f f i c i e n t , i s

a p p r o x i m a t e l y p r o p o r t i o n a l t o t h e v o l u m e o f t h e o b j e c t [ 3 5 ] . W i t h

t h i s i n f o r m a t i o n , a d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e h a s b e e n p r o p o s e d u t i l i z i n g

t h e r e s p o n s e o f t h e t a r g e t a t d i s c r e t e v a l u e s o f f r e q u e n c y i n a r a n g e

o f w a v e l e n g t h s s t a r t i n g a t a b o u t o n e h a l f t h e m a x i m u m d i m e n s i o n o f

t h e t a r g e t a n d i n c r e a s i n g t o a b o u t t e n t i m e s t h i s l e n g t h [ 3 0 ] . T h i s

f r e q u e n c y r a n g e e x t e n d s f r o m t h e " R a y l e i g h " r e g i o n u p t o t h e l o w

r e s o n a n c e r e g i o n a n d c o n t a i n s t h e e s s e n t i a l i n f o r m a t i o n r e g a r d i n g

o v e r a l l t a r g e t s h a p e a n d c o m p o s i t i o n .

B y u s i n g t h e s c a t t e r e d f i e l d a m p l i t u d e s m e a s u r e d a t t w e l v e

e q u a l l y s p a c e d f r e q u e n c i e s ( i n t h e r a n g e d i s c u s s e d a b o v e ) a s t a r g e t

f e a t u r e s , i t h a s b e e n p o s s i b l e t o c l a s s i f y a n u m b e r o f s i m p l e t a r g e t

s h a p e s . D i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n t h e c l a s s e s i s a c c o m p l i s h e d u s i n g a

l i n e a r d i s c r i m i n a t i o n p r o c e d u r e o n t h e t a r g e t f e a t u r e v e c t o r s , a t a

g i v e n v a l u e o f t a r g e t a s p e c t [ 3 5 ] . F o r m o r e c o m p l e x t a r g e t s s u c h a s

a i r c r a f t s c a l e m o d e l s , a m o r e s o p h i s t i c a t e d " n e a r e s t n e i g h b o r "

a p p r o a c h i s r e q u i r e d . W i t h t h i s t e c h n i q u e i t h a s b e e n p o s s i b l e t o

d i s c r i m i n a t e b e t w e e n e i g h t q u i t e s i m i l a r a i r c r a f t s c a l e m o d e l s , i n t h e

p r e s e n c e o f m o d e r a t e n o i s e l e v e l s . F u r t h e r m o r e , i t i s p o s s i b l e t o

d e c r e a s e t h e n u m b e r o f f r e q u e n c y m e a s u r e m e n t s r e q u i r e d t o a s f e w a s

t w o b y e m p l o y i n g t h e p h a s e a n d t h e p o l a r i z a t i o n o f t h e s c a t t e r e d w a v e

a s a d d i t i o n a l t a r g e t f e a t u r e s [ 3 0 ] .

T h e p r a c t i c a l l i m i t a t i o n s o f t h i s m e t h o d a r e t h r e e f o l d . T h e

f i r s t i s t h e e x p e n s i v e r e q u i r e m e n t f o r a m u l t i - f r e q u e n c y r a d a r .

B e c a u s e o f t h i s , g r e a t e m p h a s i s h a s b e e n p l a c e d o n m i n i m i z i n g t h e

n u m b e r o f f r e q u e n c i e s r e q u i r e d f o r d i s c r i m i n a t i o n . S e c o n d l y , f o r t r u e
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a i r c r a f t t a r g e t s , t h e r a d a r w o u l d b e r e q u i r e d t o o p e r a t e a t r e l a t i v e l y

l o w f r e q u e n c i e s , d o w n i n t o t h e V H F b a n d . M o s t i m p o r t a n t l y , t h o u g h ,

t h e s t r o n g d e p e n d e n c e o f t h e f r e q u e n c y r e s p o n s e C ( j m ) o n t a r g e t a s p e c t

m a k e s t h i s t e c h n i q u e q u i t e c u m b e r s o m e i n a c t u a l s i t u a t i o n s . T h i s

p r o b l e m c a n o n l y b e w o r s e n e d i f p o l a r i z a t i o n i s i n c o r p o r a t e d i n t o t h e

s c h e m e , a s s h o w n b y t h e l a s t s e c t i o n . I t h a s b e e n s u g g e s t e d t h a t t h e

t a r g e t a t t i t u d e c a n b e e s t i m a t e d t o w i t h i n 1 0 0 b y u s i n g c o n v e n t i o n a l

r a d a r [ 3 5 ] . H o w e v e r , i t i s q u e s t i o n a b l e w h e t h e r t h i s r e p r e s e n t s

s u f f i c i e n t a c c u r a c y i n t h e c a s e o f c o m p l e x t a r g e t s h a p e s .

3 . 3 . 2 R a m p R e s p o n s e I m a g i n g

A v e r y i n t e r e s t i n g r a d a r t a r g e t s i g n a t u r e w h i c h u n i q u e l y

d e s c r i b e s t h e t a r g e t i s i t s r e s p o n s e t o a n i n c i d e n t r a m p w a v e f o r m [ 3 ] .

T h e f r e q u e n c y d o m a i n r e s p o n s e t o t h e t i m e d o m a i n r a m p s i g n a l c a n b e

w r i t t e n a s

F ( j m ) = [ S i g - V e g . . . ) ( 3 . 3 . 2 . 1 )

w h e r e G ( j w ) i s t h e r e s p o n s e o f t h e t a r g e t a t a f r e q u e n c y w . B y t h e

p r o p e r t i e s o f F o u r i e r t r a n s f o r m s , t h e t i m e d o m a i n r a m p r e s p o n s e c a n

a l s o b e w r i t t e n i n t e r m s o f t h e s e c o n d i n t e g r a l o f t h e i m p u l s e

r e s p o n s e o f t h e t a r g e t .

A s i t i s n o t p o s s i b l e t o t r a n s m i t a r a m p o r i m p u l s e w a v e f o r m ,

i t i s n e c e s s a r y t o a p p r o x i m a t e t h e r a m p f r e q u e n c y r e s p o n s e ( 3 . 3 . 2 . 1 )

o f a t a r g e t b y u s i n g m u l t i p l e f r e q u e n c y m e a s u r e m e n t s . I t h a s b e e n

f o u n d t h a t m e a s u r e m e n t s o f t h e t a r g e t r e s p o n s e a t t e n d i s c r e t e
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f r e q u e n c i e s i n t h e u p p e r R a y l e i g h t o l o w e r r e s o n a n c e r a n g e a r e

a d e q u a t e t o a p p r o x i m a t e t h e r a m p r e s p o n s e o f t h e t a r g e t [ 3 6 ] .

W i t h t h e a p p r o x i m a t i o n t o t h e r a m p r e s p o n s e i t i s p o s s i b l e t o

c o n s t r u c t a n i m a g e o f t h e t a r g e t . T h i s i m a g e r e f l e c t s t h e g r o s s s h a p e

o f t h e s t r u c t u r e , s i n c e o n l y l o w f r e q u e n c y m e a s u r e m e n t s a r e i n v o l v e d .

T a r g e t d i s c r i m i n a t i o n i s t h e n e a s i l y a c c o m p l i s h e d b y a c o m p a r i s o n t o

t h e s h a p e s o f k n o w n t a r g e t s . H o w e v e r , t h e c o n s t r u c t i o n o f a n i m a g e i s

q u i t e t i m e c o n s u m i n g a n d r e q u i r e s t h e m e a s u r e m e n t o f t h e ( a p p r o x i m a t e )

r a m p r e s p o n s e f r o m t h r e e o r t h o g o n a l l o o k a n g l e s . T h u s , i t b e c o m e s m o r e

e x p e d i e n t t o d i s c r i m i n a t e t a r g e t s b y a c o m p a r i s o n o f t h e r a m p r e s p o n s e s

t h e m s e l v e s . ( T h a t i s , d e s i g n a t i n g t h e r a m p r e s p o n s e a s t h e t a r g e t

f e a t u r e a s o p p o s e d t o t h e t a r g e t i m a g e . ) S u c h a c o m p a r i s o n r e v e r t s t o

a t e c h n i q u e n e a r l y i d e n t i c a l t o t h a t o f t h e l a s t s e c t i o n , e x c e p t t h a t

t h e l o w e r f r e q u e n c i e s o f t h e r a m p r e s p o n s e a r e a c c e n t u a t e d b y a U L . ) 2

f a c t o r . T h e r e f o r e , c o m p a r i s o n o f r a m p r e s p o n s e s h a s a l l o f t h e

l i m i t a t i o n s o f t h e p r e v i o u s m e t h o d , e s p e c i a l l y t h e s e n s i t i v i t y t o

a s p e c t a n g l e .

3 . 3 . 3 N a t u r a l R e s o n a n c e B a s e d R a m p R e s p o n s e

T h e p r e s s i n g p r o b l e m o f t a r g e t a s p e c t d e p e n d e n c e c a n b e o v e r c o m e

b y i n c o r p o r a t i n g t a r g e t n a t u r a l r e s o n a n c e s i n t o t h e r a m p r e s p o n s e

c o m p a r i s o n . T h e f r e q u e n c i e s o f t h e n a t u r a l t a r g e t o s c i l l a t i o n s a r e

i n d e p e n d e n t o f t h e a s p e c t o f t h e t a r g e t ( o n l y t h e a m p l i t u d e s a n d p h a s e s

o f t h e n a t u r a l m o d e s a r e a s p e c t d e p e n d e n t ) , a s d i s c u s s e d i n c h a p t e r 2 .

I t h a s b e e n s h o w n t h a t t h e t r a n s i e n t r e s p o n s e o f a n y l i n e a r

s y s t e m m u s t o b e y t h e d i f f e r e n c e e q u a t i o n
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f ( t ) = g ( — 1 ) n A N n f ( t - n A t ) ( 3 . 3 . 3 . 1 )
n = 1 ’

w h e r e f ( t ) i s t h e t r a n s i e n t r e s p o n s e a n d t h e d i f f e r e n c e c o e f f i c i e n t s

A N , n a r e d e f i n e d v i a a n a p p r o p r i a t e r e l a t i o n s h i p i n v o l v i n g t h e N

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e s y s t e m [ 3 7 ] . T h i s a l l o w s t h e r e c o n s t r u c t i o n

o f f ( t ) f r o m N s a m p l e d v a l u e s o f t h e r e s p o n s e .

R a d a r t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n i s b a s e d u p o n t h e f o l l o w i n g s c h e m e .

T h e r a m p r e s p o n s e o f a n u n k n o w n t a r g e t i s a p p r o x i m a t e d u s i n g M d i s c r e t e

f r e q u e n c y m e a s u r e m e n t s v i a t h e F o u r i e r s y n t h e s i s

M G ( m w o )

F R ( t ) 8 K fi é l - — ; E — — - c o s ( m w o t + ¢ ( m w o ) ) ( 3 . 3 . 3 . 2 )

w h e r e K i s a c o n s t a n t . N e x t , t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f k n o w n t a r g e t s

a r e u s e d t o r e c o n s t r u c t t h e m e a s u r e d r a m p r e s p o n s e v i a e q u a t i o n

( 3 . 3 . 3 . 1 ) . H e r e f ( t ) i s t a k e n t o b e t h e m e a s u r e d r a m p r e s p o n s e g i v e n

b y ( 3 . 3 . 3 . 2 ) . F i n a l l y , a c o e f f i c i e n t 0 ' i s d e f i n e d a s u n i t y m i n u s

t h e n o r m a l i z e d d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e m e a s u r e d a n d r e c o n s t r u c t e d r a m p

r e s p o n s e s . E q u a t i o n ( 3 . 3 . 3 . 1 ) c a n b e v i e w e d a s a p r e d i c t o r a n d t h e

c o e f f i c i e n t 0 ' a s a c o r r e l a t o r . I d e a l l y , w h e n t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s

o f t h e m e a s u r e d t a r g e t a r e u s e d t o r e c o n s t r u c t t h e m e a s u r e d r a m p

r e s p o n s e , 0 ' w i l l b e u n i t y a n d t h e u n k n o w n t a r g e t i s i d e n t i f i e d . W h e n

t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s u s e d t o r e c o n s t r u c t t h e r a m p r e s p o n s e c o r r e s p o n d

t o a t a r g e t d i f f e r e n t t h a n t h a t m e a s u r e d , 0 ' w i l l b e l e s s t h a n u n i t y

a n d t h e t a r g e t i s d i s c r i m i n a t e d . I n p r a c t i c e , t h e r a m p r e s p o n s e c a n n o t

b e e x a c t l y r e p r o d u c e d , b o t h b e c a u s e t h e r a m p r e s p o n s e i s o n l y a p p r o x i m a t e
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a n d b e c a u s e o n l y a f i n i t e n u m b e r o f n a t u r a l f r e q u e n c i e s c a n b e u s e d i n

t h e r e c o n s t r u c t i o n . H o w e v e r , v e r y g o o d r e c o n s t r u c t i o n h a s b e e n

a c c o m p l i s h e d u s i n g t h e d o m i n a n t n a t u r a l r e s o n a n c e s o f t h e t a r g e t s

( c o r r e s p o n d i n g t o t h e l o w e r p o r t i o n o f t h e r e s o n a n c e r a n g e ) [ 3 6 ] .

D i s c r i m i n a t i o n u s i n g t h i s t e c h n i q u e h a s b e e n d e m o n s t r a t e d f o r

s i m p l e w i r e a i r c r a f t m o d e l s . T h e d o m i n a n t n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e

w i r e m o d e l s a r e c a l c u l a t e d t h e o r e t i c a l l y u s i n g S E M a n a l y s i s . A r e a c t i o n

i n t e g r a l e q u a t i o n i s s o l v e d i n t h e r a d i a t i o n m o d e f o r t h e c a s e o f z e r o

d r i v i n g v o l t a g e . T h i s i s e q u i v a l e n t t o s o l v i n g e q u a t i o n ( 2 . 3 . 3 ) , a n d a

s e a r c h p r o c e d u r e i s n e e d e d t o l o c a t e t h e z e r o e s i n t h e c o m p l e x p l a n e .

W i t h t h e s e n a t u r a l f r e q u e n c i e s , d i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n s t r a i g h t a n d

s w e p t w i n g m o d e l s h a s b e e n a c c o m p l i s h e d f o r v a r i o u s t a r g e t a s p e c t s a n d

i n c i d e n t f i e l d p o l a r i z a t i o n s , u s i n g t e n f r e q u e n c y m e a s u r e m e n t s .

I m p r o v e d d i s c r i m i n a t i o n h a s b e e n o b t a i n e d b y e m p l o y i n g t h e

f o l l o w i n g p r o c e d u r e . I n s t e a d o f o b t a i n i n g t h e n a t u r a l r e s o n a n c e s o f

t h e t a r g e t m o d e l f r o m t h e s o l u t i o n t o a h o m o g e n e o u s i n t e g r a l e q u a t i o n ,

a l e s s r i g o r o u s p r o c e s s i s u s e d . F i r s t , t h e f r e q u e n c y r e s p o n s e o f t h e

a i r c r a f t m o d e l ( a t a s p e c i f i c a s p e c t ) i s o b t a i n e d n u m e r i c a l l y a t t h e

s a m e t e n f r e q u e n c i e s a s u s e d i n t h e m e a s u r e m e n t s b y a l o w f r e q u e n c y

g r i d w i r e a n a l y s i s [ 3 8 ] . T h i s r e s p o n s e i s t h e n u s e d t o c a l c u l a t e t h e

a p p r o x i m a t e r a m p r e s p o n s e o f t h e t a r g e t m o d e l v i a e q u a t i o n ( 3 . 3 . 3 . 2 ) .

L a s t l y , P r o n y ' s m e t h o d i s u s e d t o e x t r a c t t h e d o m i n a n t n a t u r a l

f r e q u e n c i e s f r o m t h i s t i m e d o m a i n r a m p r e s p o n s e . P r o n y ' s m e t h o d i s a

n u m e r i c a l t e c h n i q u e f o r a p p r o x i m a t i n g a w a v e f o r m u s i n g d a m p e d

s i n u s o i d a l f u n c t i o n s . I t i s d i s c u s s e d i n d e p t h i n s e c t i o n 6 . 2 . U s i n g

t h i s p r o c e s s i t i s f o u n d t h a t o n l y t h e d o m i n a n t f e w n a t u r a l f r e q u e n c i e s
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m a t c h e x p l i c i t l y w i t h t h e t r u e f r e q u e n c i e s f o u n d f r o m s o l v i n g t h e

i n t e g r a l e q u a t i o n [ 3 9 ] . T h i s i s d u e i n p a r t t o t h e a p p r o x i m a t i o n s u s e d

t o c a l c u l a t e t h e r a m p r e s p o n s e ( o n l y a f i n i t e n u m b e r o f f r e q u e n c i e s

u s e d . ) H o w e v e r , t h e d i s c r i m i n a t i o n d o e s i m p r o v e , b e c a u s e t h e P r o n y ' s

m e t h o d r e s o n a n c e s p r o v i d e a b e t t e r f i t t o t h e a p p r o x i m a t e ( m e a s u r e d )

r a m p r e s p o n s e t h a n d o t h e t r u e f r e q u e n c i e s . I t i s d i f f i c u l t , t h o u g h ,

t o j u s t i f y t h e u s e o f r e s o n a n c e s w h i c h d o n o t i n t h e l e a s t r e s e m b l e

t h o s e o f t h e a c t u a l t a r g e t .

T h i s i m p r o v e d P r o n y ' s m e t h o d r a m p w a v e f o r m d i s c r i m i n a t i o n h a s

b e e n s u c c e s s f u l l y d e m o n s t r a t e d f o r t h r e e q u i t e c o m p l e x a i r c r a f t m o d e l s

[ 3 9 ] . A n d a l t h o u g h t h i s t e c h n i q u e h a s c o n q u e r e d t h e p r o b l e m o f t a r g e t

a s p e c t s e n s i t i v i t y , i t d o e s h a v e a f e w d r a w b a c k s . T h e p r e d i c t o r —

c o r r e l a t o r m e t h o d i s a f a i r l y c o m p l i c a t e d p r o c e d u r e , a n d i s s e n s i t i v e

t o t h e c h o i c e o f A t i n e q u a t i o n ( 3 . 3 . 3 . 1 ) . M a n y v a l u e s m i g h t n e e d t o

b e t r i e d t o p r o v i d e a d e q u a t e d i s c r i m i n a t i o n . A l s o , a m u l t i - f r e q u e n c y

r a d a r s y s t e m i s s t i l l n e e d e d t o m e a s u r e t h e r a m p r e s p o n s e . E a c h o f

t h e s e p r o b l e m s i s a d d r e s s e d b y t h e m e t h o d o f t h e n e x t s e c t i o n .

3 . 3 . 4 N a t u r a l F r e q u e n c y C o m p a r i s o n

P e r h a p s t h e m o s t s t r a i g h t f o r w a r d w a y t o u t i l i z e n a t u r a l t a r g e t

r e s o n a n c e s i n a d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e i s t o u s e a d i r e c t c o m p a r i s o n o f

t h e f r e q u e n c i e s . T h e l a t e - t i m e t i m e d o m a i n s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e

o f a n u n k n o w n t a r g e t c a n b e a n a l y z e d i n t e r m s o f i t s n a t u r a l r e s o n a n c e

m o d e s a n d t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s d e t e r m i n e d . T h e s e c a n t h e n b e

c o m p a r e d d i r e c t l y t o a l i b r a r y o f f r e q u e n c i e s f r o m k n o w n t a r g e t s , a n d

t h e t a r g e t i d e n t i f i e d o r d i s c r i m i n a t e d . T h e b e n e f i t s o f t h i s
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t e c h n i q u e a r e s u b s t a n t i a l . B e s i d e s b e i n g a s p e c t i n d e p e n d e n t , t h e

t e c h n i q u e d o e s n o t r e q u i r e a l o w - f r e q u e n c y o r m u l t i - f r e q u e n c y r a d a r .

I t i s o n l y n e c e s s a r y t h a t a w a v e f o r m b e t r a n s m i t t e d w h i c h h a s e n e r g y

a t t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s w h i c h u n i q u e l y d e t e r m i n e t h e t a r g e t s t o b e

d i s c r i m i n a t e d . A l t h o u g h a w i d e b a n d p u l s e w o u l d b e i d e a l , i t m a y b e

p o s s i b l e t o c h o o s e t h e s e f r e q u e n c y f e a t u r e s t o l i e i n a f a i r l y n a r r o w

b a n d a t r e a s o n a b l y h i g h f r e q u e n c y ( d e s c r i b i n g s o m e u n i q u e f i n e

s t r u c t u r e o n t h e t a r g e t . ) T h e n , b a n d p a s s i n t e r r o g a t i o n p u l s e s c a n b e

u s e d a s t h e e x c i t a t i o n w a v e f o r m , w h i c h i s c o m p a t i b l e w i t h e x i s t i n g

r a d a r s [ 4 Q ] . L a s t l y , o n c e t h e n a t u r a l r e s o n a n c e f r e q u e n c i e s o f t h e

u n k n o w n t a r g e t h a v e b e e n c h o s e n , t h e c o m p a r i s o n i s a s i m p l e p r o b l e m i n

f e a t u r e r e c o g n i t i o n . T h i s i s a n a r e a w h i c h i s w e l l d e v e l o p e d , a n d

h a s m a n y r a p i d s c h e m e s f o r i m p l e m e n t a t i o n .

I n t h i s s c h e m e t h e p r o b l e m o f f e a t u r e e x t r a c t i o n r e d u c e s t o

e x t r a c t i n g t h e n a t u r a l r e s o n a n c e f r e q u e n c i e s f r o m t h e l a t e - t i m e p o r t i o n

o f a t a r g e t r e s p o n s e . T h e m o s t p o p u l a r r o u t i n e i n v o l v e s t h e u s e o f

P r o n y ' s m e t h o d . I t h a s b e e n s h o w n t h a t P r o n y ' s m e t h o d i s c a p a b l e o f

a c c u r a t e l y i d e n t i f y i n g t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s i n t h e r e s p o n s e s o f

s i m p l e s t r u c t u r e s d r i v e n b y t r a n s i e n t s o u r c e s [ k l ] . A r a d a r t a r g e t

d i s c r i m i n a t i o n c o n c e p t b a s e d u p o n P r o n y ' s m e t h o d h a s b e e n i n v e s t i g a t e d

i n d e p t h b o t h n u m e r i c a l l y [ 4 2 ] a n d e x p e r i m e n t a l l y [ 4 3 ] .

N u m e r i c a l s i m u l a t i o n h a s r e s u l t e d i n t h e s u c c e s s f u l

d i s c r i m i n a t i o n o f d i f f e r i n g n a t u r a l f r e q u e n c y s e t s i n t h e p r e s e n c e o f

n o i s e l e v e l s a s h i g h a s 0 d B s i g n a l t o n o i s e . T h e t e c h n i q u e s u s e d f o r

f e a t u r e r e c o g n i t i o n i n v o l v e d c o r r e l a t i o n b a s e d u p o n l i n e a r p r e d i c t i o n ,

p o l e r e s i d u e s , p o l e v a l u e s ( 1 . e . n a t u r a l f r e q u e n c y v a l u e s ) , a n d
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r e s p o n s e w a v e f o r m s . I t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t o n l y l i n e a r

p r e d i c t i o n a n d p o l e v a l u e s a r e i n d e p e n d e n t o f t a r g e t a s p e c t . T h e

l i n e a r p r e d i c t i o n s c h e m e i s i d e n t i c a l t o t h a t o u t l i n e d i n t h e s e c t i o n

o n r a m p r e s p o n s e s , e x c e p t t h a t t h e m e a s u r e d t i m e d o m a i n w a v e f o r m i s

u s e d i n s t e a d o f t h e a p p r o x i m a t e r a m p r e s p o n s e . F o r t h e t w o a s p e c t

i n d e p e n d e n t t e c h n i q u e s , a s i g n a l t o n o i s e l e v e l a s l o w a s 1 0 d B h a s

s t i l l l e d t o a c c u r a t e d i s c r i m i n a t i o n .

E x p e r i m e n t a l r e s u l t s h a v e n o t b e e n q u i t e a s s u c c e s s f u l . A

l a t e - t i m e s i g n a l t o n o i s e l e v e l o f 1 5 t o 2 0 d B i s r e q u i r e d f o r t h e

a c c u r a t e e x t r a c t i o n o f n a t u r a l f r e q u e n c i e s f r o m a m e a s u r e d t a r g e t

r e s p o n s e [ 4 4 ] . T h i s s e n s i t i v i t y o f P r o n y ' s m e t h o d t o t h e p r e s e n c e

o f n o i s e i s o n l y o n e o f t h e p r o b l e m s w h i c h r e s t r i c t s i t s u s e f o r

d i s c r i m i n a t i o n p u r p o s e s . O t h e r d i f f i c u l t i e s h a v e b e e n d e t a i l e d

[ 4 5 ] , [ 4 6 ] . T h e y i n c l u d e e r r o r d u e t o u n d e r e s t i m a t i n g t h e n u m b e r o f

m o d e s i n t h e r e s p o n s e , a l i a s i n g , a n d u n d e r - u s e o f s a m p l e d p o i n t s

( r e q u i r i n g " w i n d o w i n g " a p p r o a c h e s . )

3 . 3 . 5 T h e K - p u l s e

T h e v a r i o u s p r o b l e m s a s s o c i a t e d w i t h P r o n y ' s m e t h o d h a v e

r e d u c e d t h e u s e f u l n e s s o f a n a t u r a l f r e q u e n c y c o m p a r i s o n s c h e m e . W h a t

i s n e e d e d i s a t e c h n i q u e w h i c h i n c l u d e s a l l t h e b e n e f i t s o f f r e q u e n c y

c o m p a r i s o n ( a s p e c t i n d e p e n d e n c e , s i m p l i c i t y o f i m p l e m e n t a t i o n ) b u t d o e s

n o t d i s p l a y P r o n y ' s m e t h o d ' s s e n s i t i v i t y t o n o i s e . S u c h a m e t h o d w i l l

b e i n t r o d u c e d i n t h e n e x t c h a p t e r ( t h e E - p u l s e t e c h n i q u e ) , a n d i t h a s

i t s r o o t s i n t h e s o - c a l l e d " K — p u l s e " c o n c e p t i n t r o d u c e d b y

K e n n a u g h [ 4 7 ] .
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A K - p u l s e i s d e f i n e d a s a m i n i m a l d u r a t i o n , t i m e l i m i t e d

w a v e f o r m , w h i c h u p o n i n t e r a c t i o n w i t h a r a d a r t a r g e t p r o d u c e s a t i m e

l i m i t e d r e s p o n s e . T h e r e s p o n s e m a y b e a s p e c t d e p e n d e n t , b u t i t i s t o

b e t i m e l i m i t e d f o r a s l a r g e a r a n g e o f a s p e c t a n g l e s a s p o s s i b l e .

K e n n a u g h w a s a b l e t o c o n s t r u c t a p p r o x i m a t e K - p u l s e s ( a l s o c a l l e d

k i l l - p u l s e s ) f o r s i m p l e t a r g e t s b a s e d u p o n g e o m e t r i c c o n s i d e r a t i o n s .

H e u s e d s i m p l e w a v e r e f l e c t i o n a r g u m e n t s t o a p p r o x i m a t e a K - p u l s e

f o r a t h i n w i r e t a r g e t , a n d t h e g e o m e t r i c t h e o r y o f d i f f r a c t i o n t o

a p p r o x i m a t e t h e K - p u l s e o f a s p h e r e . B y e m p l o y i n g a p o l y n o m i a l

a p p r o x i m a t i o n t o t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f t h e K - p u l s e , h e w a s a l s o

a b l e t o e s t i m a t e t h e n a t u r a l r e s o n a n c e f r e q u e n c i e s o f t h e s e s t r u c t u r e s

b y l o c a t i n g t h e z e r o e s o f t h e p o l y n o m i a l s .

T h e K - p u l s e t e c h n i q u e c a n b e i m p l e m e n t e d i n t a r g e t

d i s c r i m i n a t i o n b a s e d o n i t s u n i q u e c o r r e s p o n d e n c e t o a p a r t i c u l a r

t a r g e t g e o m e t r y . I t s i n t e n t i o n , t h o u g h , i s t o a p p r o x i m a t e t h e

r e s o n a n c e s o f a t a r g e t u s i n g g e o m e t r i c a l c o n s i d e r a t i o n s . A m o r e

a p p r o p r i a t e d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e w o u l d u s e t h e a c t u a l t a r g e t

r e s o n a n c e f r e q u e n c i e s ( d e t e r m i n e d f r o m e l e c t r o m a g n e t i c m o d e l i n g , o r

s c a l e m o d e l m e a s u r e m e n t s ) i n t h e c o n s t r u c t i o n o f t h e K - p u l s e , r a t h e r

t h a n v i c e - v e r s e . I t w o u l d b e a n a s p e c t i n d e p e n d e n t t e c h n i q u e , a n d

r e l a t i v e l y i n s e n s i t i v e t o n o i s e . S u c h a s c h e m e , c a l l e d t h e " E - p u l s e "

t e c h n i q u e , i s t h e s u b j e c t o f t h e n e x t c h a p t e r .
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T H E E X T I N C T I O N P U L S E

4 . 1 I n t r o d u c t i o n

T h e n a t u r a l r e s o n a n c e b a s e d t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n t e c h n i q u e s

o f t h e p r e v i o u s c h a p t e r i n v o l v e d i l l u m i n a t i n g a n u n k n o w n r a d a r t a r g e t

w i t h a n a r b i t r a r y t i m e v a r y i n g w a v e f o r m a n d a n a l y z i n g t h e s c a t t e r e d

e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d . N o s p e c i a l c a r e w a s g i v e n t o t h e s h a p e o f t h e

i n c i d e n t f i e l d w a v e f o r m , o t h e r t h a n d e m a n d i n g t h a t i t c o n t a i n a d e q u a t e

f r e q u e n c y c o n t e n t t o e x c i t e e n o u g h n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t a r g e t t o

a l l o w d i s c r i m i n a t i o n . I n c o n t r a s t , t h e K — p u l s e m e t h o d i n v e s t i g a t e d t h e

p o s s i b i l i t y o f c o n s t r u c t i n g a s p e c i a l t i m e - l i m i t e d w a v e f o r m w h i c h w o u l d

r e s u l t i n a t i m e - l i m i t e d s c a t t e r e d f i e l d . T h i s c h a p t e r w i l l i n t r o d u c e

a m e t h o d t o e n h a n c e r a d a r t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n b y c o m b i n i n g t h e

K - p u l s e c o n c e p t w i t h t h e a s p e c t i n d e p e n d e n c e o f n a t u r a l f r e q u e n c i e s .

A n e x t i n c t i o n - p u l s e ( E - p u l s e ) w a v e f o r m i s d e f i n e d a s a f i n i t e

d u r a t i o n ( 1 . e . t i m e — l i m i t e d ) w a v e f o r m w h i c h u p o n e x c i t a t i o n o f a

p a r t i c u l a r r a d a r t a r g e t e x t i n g u i s h e s a p r e - s p e c i f i e d p o r t i o n o f t h e

t a r g e t ' s n a t u r a l m o d e s p e c t r u m . S i n c e t h e t a r g e t s c a t t e r e d f i e l d

r e s p o n s e i s m e r e l y t h e c o n v o l u t i o n o f t h e i n c i d e n t f i e l d w a v e f o r m a n d

t h e t a r g e t s c a t t e r e d f i e l d i m p u l s e r e s p o n s e , i t i s e a s y t o s h o w t h a t

t h e E - p u l s e n e e d n o t a c t u a l l y b e t r a n s m i t t e d t o a f f e c t d i s c r i m i n a t i o n .
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I n d e e d , t w o v i e w s o f t h e E - p u l s e w i l l b e c o n s i d e r e d . T h e f i r s t

d e s c r i b e s t h e e f f e c t s o f d i r e c t l y t r a n s m i t t i n g t h e E - p u l s e a n d u s e s a

f r e q u e n c y d o m a i n a p p r o a c h . T h e s e c o n d c o n s i d e r s t h e m o r e t r a c t a b l e

s c h e m e o f c o n v o l v i n g t h e E - p u l s e w i t h t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d

w a v e f o r m a n d u s e s a t i m e d o m a i n a p p r o a c h . E a c h a p p r o a c h w i l l b e s h o w n

t o g i v e e q u i v a l e n t r e s u l t s .

P r e l i m i n a r y t r e a t m e n t o f t h e E - p u l s e t e c h n i q u e h a s b e e n c a r r i e d

o u t i n [ 1 7 ] a n d [ 1 9 1 - [ 2 1 ] .

4 . 2 T r a n s m i t [ b m a i n D i s c r i m i n a t i o n

T h e m o t i v a t i o n f o r s h a p i n g t h e i n c i d e n t f i e l d w a v e f o r m c a n b e

f o u n d b y e x a m i n i n g t h e t i m e d o m a i n s c a t t e r e d f i e l d r e p r e s e n t a t i o n

( 2 . 4 . 3 ) . E a c h o f t h e c o m p l e x e x p o n e n t i a l t e r m s i n t h e s c a t t e r e d f i e l d

n a t u r a l m o d e s e r i e s i s m u l t i p l i e d b y E ( S n ) ’ w h e r e E ( s ) i s t h e L a p l a c e

t r a n s f o r m o f t h e i n c i d e n t f i e l d w a v e f o r m e ( t ) , a n d s n i s t h e f r e q u e n c y

o f t h e n ' t h n a t u r a l r e s o n a n c e m o d e o f t h e s c a t t e r e r . I f N n a t u r a l

m o d e s a r e e x c i t e d b y t h e f i n i t e f r e q u e n c y c o n t e n t o f e ( t ) , t h e n

r e q u i r i n g

E ( S n ) = 0 ( 4 . 2 . 1 )

E ( s g ) = 0 ( 4 . 2 . 2 )

f o r a l l l fi p r ( a s s u m i n g t h a t t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o c c u r i n c o m p l e x

c o n j u g a t e p a i r s ) r e s u l t s i n a n u l l s c a t t e r e d f i e l d w a v e f o r m i n t h e

l a t e - t i m e .

I t i s e a s y t o e n v i s i o n t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n u s i n g E - p u l s e
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w a v e f o r m s . S i n c e a n E - p u l s e i s b a s e d e n t i r e l y o n t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s o f o n e p a r t i c u l a r t a r g e t , a n d t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f

a s c a t t e r e r a r e u n i q u e , e a c h E - p u l s e w i l l c o r r e s p o n d u n i q u e l y t o o n e

t a r g e t . T h u s , i f E - p u l s e ( a ) i s d e s i g n e d t o e l i m i n a t e t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s o f t a r g e t ( a ) , i t s i n t e r a c t i o n w i t h a d i f f e r e n t t a r g e t ( b )

w i l l r e s u l t i n a s c a t t e r e d f i e l d t h a t i s n o n - z e r o i n t h e l a t e - t i m e .

I n f a c t , e q u a t i o n ( 2 . 4 . 3 ) s h o w s t h a t t h e f i e l d s c a t t e r e d b y t a r g e t ( b )

w i l l c o n t a i n a l l t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f ( b ) n o t c o m m o n t o ( a ) .

T h i s a l l o w s d i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n t h e t w o t a r g e t s w i t h o u t a n y a n a l y s i s

o f t h e l a t e - t i m e s c a t t e r e d f i e l d m o r e d i f f i c u l t t h a n r e c o g n i z i n g a z e r o

r e s p o n s e .

T h e E - p u l s e c o n c e p t c a n b e b r o a d e n e d t o a l l o w f u r t h e r d i s c r i m i -

n a t i o n t e c h n i q u e s . I f e q u a t i o n s ( 4 . 2 . 1 ) a n d ( 4 . 2 . 2 ) a r e e n f o r c e d f o r

a l l l j p r , n # m , t h e n a l l t h e n a t u r a l m o d e s o f t h e s c a t t e r e d f i e l d

r e s p o n s e e x c e p t t h e m ' t h w i l l b e c a n c e l l e d . T h u s , t h e l a t e - t i m e

s c a t t e r e d f i e l d w i l l v a r y i n t i m e a s a s i n g l e d a m p e d s i n u s o i d . T h i s

t y p e o f E - p u l s e w a v e f o r m i s t e r m e d a " s i n g l e - m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l " ,

" m e t h m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m " , o r a n " E - m - p u l s e " , s i n c e i t e x c i t e s

o n l y t h e s i n g l e m ' t h m o d e ( o r , a l t e r n a t i v e l y , e l i m i n a t e s a l l b u t t h e

m ' t h m o d e . ) T h e g e n e r a l t e r m " E = p u l s e " w i l l b e t a k e n t o i n c l u d e t h e s e

s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s a s w e l l . D i s c r i m i n a t i o n i n t h i s c a s e

r e q u i r e s d i f f e r e n t i a t i n g b e t w e e n a s i n g l e m o d e r e s p o n s e ( f r o m t h e

e x p e c t e d t a r g e t ) a n d a c o m b i n a t i o n o f m a n y m o d e s ( f r o m a d i f f e r e n t

t a r g e t . ) T h i s i s a r e l a t i v e l y s i m p l e t a s k , s i n c e i t i s n o t n e c e s s a r y

t o d e c o m p o s e t h e w a v e f o r m s i n t o t h e i r n a t u r a l m o d e c o n s t i t u e n t s , a s w a s

r e q u i r e d b y t h e n a t u r a l m o d e c o m p a r i s o n t e c h n i q u e s o f c h a p t e r 3 .

P e r h a p s t h e m o s t i m p o r t a n t c h a r a c t e r i s t i c o f t h e E - p u l s e i s i t s
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a s p e c t i n d e p e n d e n t n a t u r e . A l t h o u g h e a c h t e r m i n t h e s c a t t e r e d f i e l d

r e p r e s e n t a t i o n ( 2 . 4 . 3 ) d e p e n d s u p o n t h e t a r g e t a s p e c t , t h e z e r o o f

E ( s ) d e m a n d e d b y ( 4 . 2 . 1 ) a n d ( 4 . 2 . 2 ) w i l l n u l l i f y t h e t e r m . T h i s

a l l o w s t h e u s e o f o n e p a r t i c u l a r E — p u l s e r e g a r d l e s s o f t h e t a r g e t ' s

p o s i t i o n w i t h r e s p e c t t o t h e r a d a r a n t e n n a .

4 . 3 R e c e i v e D o m a i n D i s c r i m i n a t i o n

T h e u s e f u l n e s s o f t r a n s m i t d o m a i n d i s c r i m i n a t i o n i s l i m i t e d b y

p r a c t i c a l c o n s i d e r a t i o n s . I t i s v e r y d i f f i c u l t t o t r a n s m i t c o m p l i c a t e d

t i m e - v a r y i n g w a v e f o r m s , e s p e c i a l l y i f t h e y h a v e a D C c o m p o n e n t . T h u s ,

a n a l t e r n a t i v e t o t r a n s m i t t i n g t h e E - p u l s e w a v e f o r m s m u s t b e c o n s i d e r e d .

A n e a s i l y i m p l e m e n t e d t e c h n i q u e i n v o l v e s u t i l i z i n g t h e m e a s u r e d

s c a t t e r e d f i e l d w a v e f o r m . A s i n t h e n a t u r a l r e s o n a n c e b a s e d t e c h n i q u e s

o f c h a p t e r 3 , a n y c o n v e n i e n t w a v e f o r m w i t h a d e q u a t e f r e q u e n c y c o n t e n t

i s u s e d t o i l l u m i n a t e t h e u n k n o w n t a r g e t . B u t r a t h e r t h a n a n a l y z i n g

t h e s c a t t e r e d f i e l d i n t e r m s o f i t s n a t u r a l m o d e c o m p o s i t i o n , i t i s

c o n v o l v e d w i t h t h e E - p u l s e d e f i n e d b y e q u a t i o n s ( 4 . 2 . 1 ) a n d ( 4 . 2 . 2 ) .

T h e r e s u l t s a r e a n a l o g o u s t o a c t u a l l y t r a n s m i t t i n g t h e E - p u l s e a n d

h a v i n g i t i n t e r a c t w i t h t h e t a r g e t . T h i s i s e a s i l y s e e n b y c a l c u l a t i n g

t h e c o n v o l u t i o n . C o n s i d e r t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f t h e t i m e d o m a i n

r e p r e s e n t a t i o n o f t h e s c a t t e r e d f i e l d ( 2 . 4 . 4 ) w h i c h i s g i v e n b y

N A ' G ) j a m ? ) - j ¢ . ' . < ¥ ) xn e e
E S ( ? . S ) = 2

n = 1

 - - - - ' + . .
2 s - s n s - s g ( 4 3 I )

C o n v o l u t i o n i n t h e t i m e d o m a i n i s e q u i v a l e n t t o m u l t i p l i c a t i o n i n t h e

f r e q u e n c y d o m a i n . T h u s
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L { e ( c ) * E S ( ? o , c ) } =

N A ; ( f o ) e j ¢ a < ? o > e - j ¢ a < ? o >
= E “ ? — — T + ‘ ? T ' “ 8 ) < 4 “ )
n — l n n

I m p l e m e n t i n g t h e i n v e r s i o n i n t e g r a l ( 2 . 2 . 3 ) a n d i n v o k i n g C a u c h y ' s

r e s i d u e t h e o r e m r e s u l t s i n t h e t i m e d o m a i n c o n v o l v e d r e s p o n s e

r ( t ) = e ( c ) * r s ( ¥ o , c ) = ( 4 . 3 . 3 )

N A ' I , + . , +
Z . E £ : 3 : E ( s ) e s n t + j ¢ n ( r o ) + E ( S * ) e S H t ' J ¢ n ( r o )
n = 1 2 n n

B u t E ( s n ) = E ( s g ) = O b y t h e d e f i n i t i o n o f t h e E - p u l s e ( 4 . 2 . 1 ) a n d

( 4 . 2 . 2 ) , s o r ( t ) = O i n t h e l a t e - t i m e . I n o t h e r w o r d s , t h e E - p u l s e

h a s e x t i n g u i s h e d t h e l a t e - t i m e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d .

I t s h o u l d b e m e n t i o n e d t h a t r e c e i v e d o m a i n d i s c r i m i n a t i o n i s n o t

i d e n t i c a l t o t r a n s m i t d o m a i n d i s c r i m i n a t i o n . T h e r e s p o n s e g e n e r a t e d

b y c o n v o l v i n g a n E - p u l s e w i t h a n u n e x p e c t e d t a r g e t i s i d e n t i c a l t o

( 4 . 3 . 3 ) . H o w e v e r , n o w t h e z e r o e s o f E ( s ) d o n o t c o r r e s p o n d t o t h e

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e m e a s u r e d t a r g e t . U s i n g t h e f a c t t h a t

E ( s g ) a E * ( s n ) ( a s s h o w n i n t h e n e x t s e c t i o n ) e q u a t i o n ( 4 . 3 . 3 ) c a n b e

w r i t t e n a s

N

r ( t ) a n é l A g ( r o ) [ E ( s n ) l e o n t c o s ( w n t + ¢ é ( r o ) + 8 n ) ( 4 . 3 . 4 )

w h e r e
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E r n = R e { E ( s n ) } E i n = I m { E ( s n ) }

( 4 . 3 . 5 )

= 2 2 = ‘ 1 . _ i aI E ( s n ) I / E r n + E i n 8 n t a n E r a

T h u s , t h e t i m e d o m a i n r e s p o n s e r ( t ) i s a g a i n a s u m o f n a t u r a l m o d e s , a s

i s t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d i n t h e t r a n s m i t d o m a i n t r e a t m e n t . T h e

d i f f e r e n c e i s t h a t t h e a m p l i t u d e a n d p h a s e s w i l l n o t n e c e s s a r i l y b e

t h e s a m e a s t h o s e w h i c h w o u l d b e m e a s u r e d i f t h e E - p u l s e w e r e

t r a n s m i t t e d d i r e c t l y . T h i s m a y s e e m a t r i v i a l p o i n t , b u t i t i n d i c a t e s

t h a t d i s c r i m i n a t i o n s e n s i t i v i t y t o c e r t a i n m o d e s m a y b e a l t e r e d .

A s e c o n d i m p o r t a n t p o i n t i s t h a t u s e o f t h e E - p u l s e i n t h e

r e c e i v e d o m a i n a l s o g i v e s a s p e c t i n d e p e n d e n t r e s u l t s . T h a t i s , t h e

c o n d i t i o n t h a t r ( t ) b e z e r o i n e q u a t i o n ( 4 . 3 . 3 ) d i d n o t d e p e n d o n t h e

a s p e c t d e p e n d e n t m o d a l a m p l i t u d e s a n d p h a s e s . T h u s , c o n v o l u t i o n o f

t h e E - p u l s e w i t h t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d f r o m t h e e x p e c t e d

t a r g e t r e s u l t s i n z e r o l a t e - t i m e r e s p o n s e r e g a r d l e s s o f t h e p o s i t i o n

o f t h e t a r g e t w h e n t h e m e a s u r e m e n t s w e r e m a d e . '

S i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s c a n a l s o b e u s e d i n t h e

r e c e i v e d o m a i n . U s i n g e q u a t i o n ( 4 . 3 . 4 ) a n d e m p l o y i n g ( 4 . 2 . 1 ) a n d

( 4 . 2 . 2 ) f o r l fi a n , n # m , r e s u l t s i n t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e

= ' + a m t ' +
r ( t ) A m ( r o ) I E ( s m ) l e c o s ( m m t + ¢ m ( r o ) + 8 m ) ( 4 . 3 . 6 )

A s e x p e c t e d , t h e r e s u l t o f c o n v o l v i n g a s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n

w a v e f o r m w i t h t h e m e a s u r e d r e s p o n s e o f t h e e x p e c t e d t a r g e t i s a s i n g l e
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n a t u r a l m o d e . A g a i n , t h e a m p l i t u d e a n d p h a s e o f t h i s m o d e m a y n o t b e

t h e s a m e a s t h e a m p l i t u d e a n d p h a s e o f t h e s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e

i f t h e w a v e f o r m h a d a c t u a l l y b e e n t r a n s m i t t e d .

4 . 4 E - P u l s e S y n t h e s i s

I t i s n o w n e c e s s a r y t o f i n d s o m e c o n v e n i e n t w a y t o i m p l e m e n t

t h e d e f i n i n g E - p u l s e e q u a t i o n s . F o r t r a n s m i t d o m a i n d i s c r i m i n a t i o n

e q u a t i o n s ( 4 . 2 . 1 ) a n d ( 4 . 2 . 2 ) w e r e t a k e n a s d e f i n i n g a n E - p u l s e . F o r

r e c e i v e d o m a i n d i s c r i m i n a t i o n i t i s m o r e a p p r o p r i a t e t o d e f i n e a n

E - p u l s e v i a

r ( t ) = 0 t > T + T ( 4 . 4 . 1 )
E e

w h e r e r ( t ) i s g i v e n b y

r ( t ) = e ( t ) * t s ( ? o , t ) ( 4 . 4 . 2 )

a s i n e q u a t i o n ( 4 . 3 . 3 ) . H e r e T E i s t h e l e n g t h o f t h e e a r l y t i m e

p e r i o d o f t h e m e a s u r e d r e s p o n s e d e t e r m i n e d b y

= + . .T E T w 2 T ( 4 4 3 )

w h e r e T i s t h e m a x i m a l o n e w a y t r a n s i t t i m e o f t h e t a r g e t a n d T w i s t h e

d u r a t i o n o f t h e i n c i d e n t w a v e f o r m . T o t h i s m u s t b e a d d e d T e ’ t h e

f i n i t e d u r a t i o n o f t h e E - p u l s e w a v e f o r m , t o s a t i s f y t h e r e q u i r e m e n t s

o f t h e c o n v o l u t i o n . I t i s o b v i o u s t h a t T e m u s t a l w a y s b e t a k e n t o b e
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f i n i t e , o r e l s e t h e r e w o u l d b e n o l a t e s t i m e p e r i o d . I t i s a l s o s e e n

t h a t r e c e i v e d o m a i n d i s c r i m i n a t i o n h a s l e s s l a t e - t i m e w i t h w h i c h t o

w o r k , s i n c e t h e d u r a t i o n o f t h e e x c i t a t i o n w a v e f o r m m u s t b e a d d e d t o

e a r l y - t i m e . T h i s c o u l d b e i m p o r t a n t i f t h e t a r g e t h a s r a p i d l y d e c a y i n g

n a t u r a l m o d e s .

B o t h r e c e i v e d o m a i n a n d t r a n s m i t d o m a i n d i s c r i m i n a t i o n

p e r s p e c t i v e s a r e n o w c o n s i d e r e d , a n d a r e s h o w n t o b e e q u i v a l e n t .

4 . 4 . 1 T r a n s m i t D o m a i n P e r s p e c t i v e

T h i s a n a l y s i s m a y a c t u a l l y b e t e r m e d a f r e q u e n c y d o m a i n a n a l y s i s

s i n c e i t i s t h e f r e q u e n c y d o m a i n r e p r e s e n t a t i o n o f t h e e x c i t a t i o n

w a v e f o r m w h i c h i s u t i l i z e d . T h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f t h e e x c i t a t i o n

w a v e f o r m e ( t ) c a n b e c a l c u l a t e d u s i n g e q u a t i o n ( 2 . 2 . 2 ) a s

T

E ( s ) = L { e ( t ) } = f e e ( t ) e - S t d t ( 4 . 4 . 1 . 1 )

o

w h e r e T e i s t h e f i n i t e d u r a t i o n o f t h e w a v e f o r m . T h e t r a n s m i t d o m a i n

d e f i n i t i o n o f t h e E - p u l s e ( 4 . 2 . 1 ) a n d ( 4 . 2 . 2 ) r e q u i r e s

T e - s tE ( s n ) = I e ( t ) e n d t = o 1 : 6 1 p ( 4 . 4 . 1 . 2 )
0

T e 1 ' :- S tE ( s g ) = f e ( t ) e n d t = o l i n i N ( 4 . 4 . 1 . 3 )
0

W r i t i n g 3 n = o n + j m n a n d e x p a n d i n g t h e e x p o n e n t i a l y i e l d s
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T e - 0 n t o oE ( s n ) = f e ( t ) e ( c o s m n t - 3 3 1 n w n t ] d t = o l f n i N ( 4 . 4 . 1 . 4 )
0

T e - 0 tE ( s g ) . f e ( t ) e n ( c o s w n t + j s i n m n t ) d t o l i n i N ( 4 . 4 . 1 . 5 )
0

N o t e t h a t t h i s s h o w s t h a t E ( s g ) = E * ( s n ) . B o t h ( 4 . 4 . 1 . 4 ) a n d

( 4 . 4 . 1 . 5 ) h o l d s i m u l t a n e o u s l y o n l y i f

T e - o n t _f e ( t ) e c o s w n t d t - o l i n i N ( 4 . 4 . 1 . 6 )
0

T e - o t .I e ( t ) e n S l n w n t d t = o l f p r ( 4 . 4 . 1 . 7 )
0

T h e s e t w o e q u a t i o n s w i l l b e u s e d t o c a l c u l a t e e ( t ) u p o n a n

a p p r o p r i a t e m a t h e m a t i c a l r e p r e s e n t a t i o n .

4 . 4 . 2 R e c e i v e D o m a i n P e r s p e c t i v e

J u s t a s s e c t i o n 4 . 4 . 1 w a s a c t u a l l y a f r e q u e n c y d o m a i n a n a l y s i s ,

t h i s s e c t i o n c a n m o r e a c u r a t e l y b e t e r m e d a t i m e d o m a i n a n a l y s i s s i n c e

a l l c a l c u l a t i o n s a v o i d t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f e ( t ) . I n v o k i n g t h e

r e c e i v e d o m a i n d e f i n i t i o n o f t h e E - p u l s e ( 4 . 4 . 1 ) a l o n g w i t h e q u a t i o n

( 4 . 4 . 2 ) a n d t h e s c a t t e r e d f i e l d r e p r e s e n t a t i o n ( 2 . 4 . 4 ) y i e l d s

N
r ( t ) = e ( t ) * n § 1 A ; ( f o ) e O n t c o s ( w n t + ¢ ; ( f o ) ) = 0 ( 4 . 4 . 2 . 1 )

W r i t i n g t h e c o n v o l u t i o n i n i n t e g r a l f o r m g i v e s
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T e N + ( - ,

r ( t ) = I e ( t ' ) Z A ' ( r ) e o n t t > x
0 n = 1 n o

_ i l + i =x c o s ( m n ( t t ) + ¢ n ( r o ) ) d t 0 ( 4 . 4 . 2 . 2 )

w h i c h c a n b e w r i t t e n m o r e s i m p l y a s

N

r ( t ) = Z A r ' l ( - 1 r o ) e o n t x
n = 1

x ( a n c o s ( m n t + ¢ ; ( f o ) ) + b n s i n ( m n t + ¢ g ( f o ) ) ) = 0 ( 4 . 4 . 2 . 3 )

w h e r e

T 1e - o tf e ( t ' ) e n c o s w n t ' d t ' ( 4 . 4 . 2 . 4 )
O

0: ll

T e - o t 'f e ( t ' ) e n s i n w n t ' d t ' ( 4 . 4 . 2 . 5 )
O

0
" ll

N o w , s i n c e s i n ( w n t + ¢ n ) a n d c o s ( w n t + ¢ n ) a r e l i n e a r l y i n d e p e n d e n t ,

e q u a t i o n ( 4 . 4 . 2 . 2 ) c a n h o l d o n l y i f a n = b n = O f o r a l l l i n i N . T h i s

r e q u i r e s

T

I e ( t ' ) e n c o s w n t d t

0

l

O I E P E N ( 4 . 4 . 2 . 6 )

T e - 0 t '
I e ( t ' ) e n s i n w n t ' d t '
0

ll 0 l fi a n ( 4 . 4 . 2 . 7 )
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w h i c h a r e i d e n t i c a l t o ( 4 . 4 . 1 . 6 ) a n d ( 4 . 4 . 1 . 7 ) f r o m t h e t r a n s m i t

d o m a i n a n a l y s i s .

4 . 4 . 3 E - p u l s e R e p r e s e n t a t i o n

T o i m p l e m e n t t h e 2 N e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 1 . 6 ) a n d ( 4 . 4 . 1 . 7 ) t h e

E - p u l s e w a v e f o r m m u s t b e r e p r e s e n t e d m a t h e m a t i c a l l y . I t i s n e c e s s a r y

t o h a v e a t l e a s t 2 N v a r i a b l e p a r a m e t e r s i n t h e r e p r e s e n t a t i o n i n o r d e r

t o s a t i s f y t h e e q u a t i o n s . T h e r e p r e s e n t a t i o n n e e d n o t b e l i n e a r i n

t h e u n k n o w n p a r a m e t e r s , a l t h o u g h t h a t i s e s s e n t i a l l y t h e s i m p l e s t

c a s e . F o r e x a m p l e , i t i s e a s y t o e n v i s i o n a n E — p u l s e c o m p o s e d o f 2 N

f i n i t e d u r a t i o n s i n u s o i d s , e a c h o f e q u a l a m p l i t u d e a n d d u r a t i o n , b u t

w i t h f r e q u e n c i e s c h o s e n t o s o l v e t h e d e f i n i n g e q u a t i o n s . T h i s r e s u l t s

i n 2 N n o n l i n e a r e q u a t i o n s i n t h e 2 N u n k n o w n f r e q u e n c y p a r a m e t e r s .

T h e m a j o r i t y o f t h e E - p u l s e s t o b e c o n s i d e r e d c a n b e

r e p r e s e n t e d a s

M

e ( t ) = Z o m f m ( t ) ( 4 . 4 . 3 . 1 )
m = 1

w h e r e f m ( t ) i s t h e m ' t h b a s i s f u n c t i o n f r o m a n a p p r o p r i a t e l y c h o s e n

s e t a n d a m i s t h e a m p l i t u d e o f t h e b a s i s f u n c t i o n . T h e b a s i s f u n c t i o n s

n e e d n o t b e s i m i l a r t o e a c h o t h e r , a n d t h e y m a y o v e r l a p o r b e s u b -

s e c t i o n a l . S u b s t i t u t i n g ( 4 . 4 . 3 . 1 ) i n t o t h e E - p u l s e e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 1 . 6 )

a n d ( 4 . 4 . 1 . 7 ) y i e l d s

M
T e _ t '

Z a I f ( t ' ) e 0 n c o s w t ' d t ' = o l j i j ( 4 . 4 . 3 . 2 )
m = 1 m 0 m n
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M T e - 0 t 'Z a f f ( t ' ) e n s i n w t ' d t ' 1 < n < N ( 4 . 4 . 3 . 3 )
m m n ' - -

m = 1 0

W h e n s o m e o f t h e a m p l i t u d e p a r a m e t e r s r e p r e s e n t a l l t h e u n k n o w n

v a r i a b l e s , t h e s e e q u a t i o n s b e c o m e s i m u l t a n e o u s l i n e a r e q u a t i o n s a n d

c a n b e w r i t t e n i n m a t r i x f o r m a s

      

r 1 r y r

M e 0 . 1 O 1
m , n

- - - - - - : = : ( 4 . 4 . 3 . 4 )

S
0

. m 1 “ 1 1 Q M 1 . 1

w h e r e

M c = f f ( t ' ) e O n t c o s w t ' d t ' ( 4 . 4 . 3 . 5 )
m , n o m n

T e - '

M S a f f ( t ' ) e ° n t s i n w t ' d t ' ( 4 . 4 . 3 . 6 )
m , n o m n

T h e e n t r i e s o f t h e " M " m a t r i x ( 4 . 4 . 3 . 4 ) a r e g e n e r a l l y q u i t e

d i f f i c u l t t o c o m p u t e u s i n g ( 4 . 4 . 3 . 5 ) a n d ( 4 . 4 . 3 . 6 ) . T h e a m o u n t o f

e f f o r t n e e d e d t o c a l c u l a t e t h e s e e n t r i e s i n c l o s e d f o r m ( t h a t i s , u s i n g

n o n u m e r i c a l i n t e g r a t i o n ) c a n b e r e d u c e d b y u s i n g t h e t r a n s m i t d o m a i n

a n a l y s i s o f s e c t i o n 4 . 4 . 1 . C o m p a r i s o n o f e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 3 . 5 ) a n d

( 4 . 4 . 3 . 6 ) w i t h ( 4 . 4 . 1 . 4 ) r e v e a l s t h a t t h e m a t r i x e n t r i e s c a n a l s o b e

w r i t t e n i n t e r m s o f t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f f m ( t ) a s

c
M m n = R e { F m ( s n ) } ( 4 . 4 . 3 . 7 )
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E
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M n = - I m { F m ( s n ) } ( 4 . 4 . 3 . 8 )

w h e r e F m ( s ) i s t h e t r a n s f o r m o f f m ( t ) . W i t h f e w e x c e p t i o n s , t h e

t r a n s f o r m o f f m ( t ) w i l l b e a m u c h s i m p l e r f u n c t i o n ( a l b e i t , c o m p l e x )

t h a n t h o s e r e s u l t i n g f r o m t h e c o m p u t a t i o n o f ( 4 . 4 . 3 . 5 ) a n d ( 4 . 4 . 3 . 6 ) .

T h e r e a l a n d i m a g i n a r y p a r t s o f F m ( s n ) a r e e a s i l y s e p a r a t e d a f t e r

t h e t r a n s f o r m h a s b e e n n u m e r i c a l l y e v a l u a t e d . T h e o n l y d r a w b a c k t o

t h i s m e t h o d i s t h e n e e d f o r c o m p l e x a r i t h m e t i c .

4 . 4 . 4 F o r c e d a n d N a t u r a l E - p u l s e s

W h e n t h e a m p l i t u d e c o e f f i c i e n t s i n e q u a t i o n ( 4 . 4 . 3 . 1 ) r e p r e s e n t

a l l t h e u n k n o w n p a r a m e t e r s , a s p e c i a l E - p u l s e c a n b e c o n s t r u c t e d w h i c h

h a s a h e l p f u l p h y s i c a l i n t e r p r e t a t i o n . T h e E - p u l s e w a v e f o r m i s

a u g m e n t e d b y a s u b — s e c t i o n a l f o r c i n g f u n c t i o n e f ( t ) e x t e n d i n g f r o m

t = 0 t o t = T w h i c h f i r s t i n t e r a c t s w i t h t h e t a r g e t . T h e r e m a i n d e r o f
f

t h e E - p u l s e , w h i c h e x t e n d s f r o m t = T t o t = T e a s s h o w n i n F i g u r e 4 . 4 . 4 . 1 ,
f

i s c a l l e d t h e " e x t i n c t i o n " c o m p o n e n t e e ( t ) a n d i s v i e w e d a s

e x t i n g u i s h i n g t h e r e s p o n s e c a u s e d b y e f ( t ) .

C h o o s i n g a t o t a l o f M = 2 N b a s i s f u n c t i o n s , e q u a t i o n ( 4 . 4 . 3 . 4 )

c a n t h e n b e w r i t t e n a s

      

V W V W V I

C C
M m , n 0 . 1 F n

- - - - - - : = _ _ _ ( 4 . 4 . 4 . 1 )
S O . S

1 \ m ’ n J \ 2 N J k n J
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e ( t )

/ — e f m
_ _ j f \ \ _ ’ \ f o r c i n g c o m p o n e n t

e e ( t )
I e x t i n c t i o n c o m p o n e n t

    
T T t i m e

F i g u r e 4 . 4 . 4 . 1 . D e c o m p o s i t i o n o f E - p u l s e w a v e f o r m i n t o f o r c i n g a n d
e x t i n c t i o n c o m p o n e n t s .
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w h e r e

T f _ ,

F : = I e f ( t ' ) e O n t c o s w n t ' d t ' ( 4 . 4 . 4 . 2 )

o

T f - '

F : = I e f ( t ' ) e O n t s i n m n t ' d t ' ( 4 . 4 . 4 . 3 )

o

T h i s i s a s e t o f 2 N l i n e a r e q u a t i o n s i n t h e 2 N u n k n o w n a m p l i t u d e

p a r a m e t e r s a n d c a n b e s o l v e d e a s i l y b y m a t r i x m e t h o d s .

I t i s n o w c o n v e n i e n t t o i d e n t i f y t w o f u n d a m e n t a l t y p e s o f

E - p u l s e s . W h e n T f > 0 t h e f o r c i n g v e c t o r o n t h e r i g h t h a n d s i d e o f

e q u a t i o n ( 4 . 4 . 4 . 1 ) i s n o n - z e r o a n d a s o l u t i o n f o r e e ( t ) e x i s t s f o r

n e a r l y a n y c h o i c e o f T e ( e x c l u d i n g t h e c a s e o f a s i n g u l a r m a t r i x . )

T h i s t y p e o f E - p u l s e h a s a n o n - z e r o f o r c i n g c o m p o n e n t a n d i s c a l l e d a

" f o r c e d " E - p u l s e . I n c o n t r a s t , w h e n T = 0 t h e f o r c i n g v e c t o r v a n i s h e s
f

a n d s o l u t i o n s f o r e e ( t ) e x i s t o n l y w h e n t h e d e t e r m i n a n t o f t h e

c o e f f i c i e n t m a t r i x i s z e r o . T h e s e s o l u t i o n s c o r r e s p o n d t o d i s c r e t e

e i g e n v a l u e s f o r t h e E - p u l s e d u r a t i o n T e a n d a r e f o u n d b y s o l v i n g

d e t ( E ) = 0 ( 4 . 4 . 4 . 4 )

w h e r e M ' i s t h e m a t r i x i n ( 4 . 4 . 4 . 1 ) . S i n c e t h e r e i s n o f o r c i n g c o m -

p o n e n t , t h i s t y p e o f E - p u l s e i s v i e w e d a s e x t i n g u i s h i n g i t s e l f a n d i s

t e r m e d a " n a t u r a l " E — p u l s e .

T h e c o n c e p t o f t h e f o r c e d E - p u l s e c a n b e b r o a d e n e d t o i n v o l v e

a f o r c i n g f u n c t i o n w h i c h i s n o t a s u b - s e c t i o n a l b a s i s f u n c t i o n . I n

p a r t i c u l a r , i t c a n b e o f t h e t y p e u s e d t o c o n s t r u c t e e ( t ) . I n t h i s
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c a s e t h e f o r c i n g v e c t o r c o m p o n e n t s b e c o m e m e r e l y

T
C _ e i “ O n t ' v 1E n - 0 2 N + 1 I f 2 N + 1 ( t ) e c o s w n t d t ( 4 . 4 . 4 . 5 )

T
S _ e g ‘ U n t ' . t iF n - 6 2 N + 1 I f 2 N + 1 ( t ) e S l n w n t d t ( 4 . 4 . 4 . 6 )

a n d a 2 N + l i s c h o s e n t o g i v e t h e d e s i r e d n o r m a l i z a t i o n o f t h e E - p u l s e

a m p l i t u d e .

N o t e t h a t a n a t u r a l E - p u l s e r e q u i r e s o n l y 2 N b a s i s f u n c t i o n s ,

w h i l e a f o r c e d E - p u l s e r e q u i r e s 2 N + 1 ( i n c l u d i n g t h e f o r c i n g f u n c t i o n . )

4 . 4 . 5 D C E - p u l s e

T h e e l e c t r i c f i e l d s c a t t e r e d b y a c o n d u c t i n g t a r g e t h a s b e e n

s h o w n t o t a k e t h e f o r m o f e q u a t i o n ( 2 . 4 . 4 ) . W h e n t h i s f i e l d i s m e a s u r e d ,

h o w e v e r , i t w i l l s h o w c o n t a m i n a t i o n i n t h e f o r m o f v a r i o u s t y p e s o f

n o i s e . C e r t a i n t y p e s o f m e a s u r e m e n t s y s t e m s ( s u c h a s t h o s e u t i l i z i n g

d i g i t a l s a m p l i n g ) w i l l a l s o i n t r o d u c e a n a r t i f i c i a l c o n s t a n t D C l e v e l .

I n t h i s c a s e , t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d w i l l t a k e t h e f o r m

E S ( ? O , c ) a K + I A ; ( f o ) e c n t c o s ( m n t + ¢ ; ( f o ) ) ( 4 . 4 . 5 . 1 )
n = 1

w h e r e K r e p r e s e n t s t h e c o n s t a n t D C l e v e l .

I f a n a t t e m p t i s m a d e t o a p p l y t h e E — p u l s e t e c h n i q u e i n t h e

r e c e i v e d o m a i n , t h e a t t e m p t w i l l f a i l . T h e c o n v o l u t i o n w i l l r e s u l t i n

a n a d d e d D C c o m p o n e n t w h i c h i s n o t i n t e r p r e t e d a s z e r o . I t t h u s

b e c o m e s i m p o r t a n t t o s h a p e t h e e x t i n c t i o n p u l s e s o a s t o e l i m i n a t e
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t h e D C l e v e l i n t h e m e a s u r e d r e s p o n s e , a s w e l l a s t h e n a t u r a l m o d e s .

S u b s t i t u t i n g ( 4 . 4 . 5 . 1 ) i n t o t h e r e c e i v e d o m a i n d e f i n i t i o n o f t h e

E - p u l s e ( 4 . 4 . 1 ) g i v e s

N ‘ * O ' tr ( t ) = x ' + Z A ' ( r ) e n x
_ n o
n - l

x ( a 6 6 5 ( 6 c + ¢ ' ( ? ) ) + b s i n ( m c + ¢ ' ( ¥ ) ) ) = o ( 4 4 5 2 )
n n n o n n n o ' ° ° °

w h e r e a n a n d b n a r e g i v e n b y ( 4 . 4 . 2 . 4 ) a n d ( 4 . 4 . 2 . 5 ) a n d

T e
K ' = I e ( t ' ) d t ' ( 4 . 4 . 5 . 3 )

o

F o r ( 4 . 4 . 5 . 2 ) t o h o l d r e q u i r e s

a = b = 0 l i n i N ( 4 . 4 . 5 . 4 )

a n d

K ! N 0 ( 4 . 4 . 5 . 5 )

T h e f i r s t t w o r e q u i r e m e n t s a r e e x a c t l y a s p r e v i o u s l y d e t e r m i n e d f o r a

n o n - D C E - p u l s e ( 4 . 4 . 2 . 6 ) a n d ( 4 . 4 . 2 . 7 ) . T h e t h i r d r e q u i r e m e n t i s

e q u i v a l e n t t o d e m a n d i n g t h a t t h e a r e a u n d e r t h e E - p u l s e b e z e r o .

D C E - p u l s e s c a n b e c o n s t r u c t e d a s f o r c e d o r n a t u r a l , e x a c t l y a s

i n s e c t i o n 4 . 4 . 4 . H o w e v e r , t h e a d d e d r e q u i r e m e n t f r o m e q u a t i o n ( 4 . 4 . 5 . 5 )

n e c e s s i t a t e s t h e u s e o f a n a d d i t i o n a l b a s i s f u n c t i o n i n t h e E - p u l s e
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e x p a n s i o n ( 4 . 4 . 3 . 1 ) . T h u s , a f o r c e d D C E — p u l s e w i l l c o n s i s t o f 2 N + 2

b a s i s f u n c t i o n s a n d a n a t u r a l D C E - p u l s e w i l l c o n s i s t o f 2 N + 1 b a s i s

f u n c t i o n s . T h e E - p u l s e w a v e f o r m i t s e l f i s f o u n d b y s o l v i n g t h e m a t r i x

p r o b l e m g i v e n b y ( 4 . 4 . 4 . 1 ) , w i t h o n e a d d i t i o n a l r o w t o i m p l e m e n t

( 4 . 4 . 5 . 5 ) .

N o t e t h a t t h e r e q u i r e m e n t g i v e n b y ( 4 . 4 . 5 . 5 ) c a n b e i n t e r p r e t e d

i n t h e f r e q u e n c y d o m a i n a s r e q u i r i n g

E ( s = 0 ) = 0 ( 4 . 4 . 5 . 6 )

T h i s i s e a s i l y s e e n b y s u b s t i t u t i n g s = 0 i n t o e q u a t i o n ( 4 . 4 . 1 . 1 ) . T h e

r e s u l t i s i d e n t i c a l t o ( 4 . 4 . 5 . 3 ) . A s w i t h t h e o t h e r e n t r i e s i n t h e

" M " m a t r i x , c a l c u l a t i n g t h e s p e c t r a o f t h e b a s i s f u n c t i o n s a n d u s i n g

e q u a t i o n ( 4 . 4 . 5 . 6 ) i s u s u a l l y m u c h s i m p l e r t h a n c a l c u l a t i n g ( 4 . 4 . 5 . 3 ) .

4 . 4 . 6 C o n v o l u t i o n a l E - p u l s e

A q u i t e i n t e r e s t i n g a n d u s e f u l p r o p e r t y o f t h e E - p u l s e i s t h a t

t h e c o n v o l u t i o n o f a n E - p u l s e s y n t h e s i z e d t o e l i m i n a t e o n e g r o u p o f

n a t u r a l m o d e s w i t h a n E - p u l s e d e s i g n e d t o e l i m i n a t e a d i f f e r e n t g r o u p

r e s u l t s i n a s i n g l e E - p u l s e w h i c h w i l l e l i m i n a t e b o t h g r o u p s o f m o d e s .

T h i s i s v e r i f i e d i n t h e r e c e i v e d o m a i n t h r o u g h e q u a t i o n ( 4 . 3 . 3 ) a n d

t h e f a c t t h a t c o n v o l u t i o n i n t h e t i m e d o m a i n i s e q u i v a l e n t t o

m u l t i p l i c a t i o n i n t h e f r e q u e n c y d o m a i n . I f E ( s ) i s t a k e n a s t h e

p r o d u c t o f s e v e r a l s p e c t r a , e a c h w i t h z e r o e s a t v a r i o u s n a t u r a l

f r e q u e n c i e s , t h e n E ( s ) w i l l a l s o h a v e z e r o e s a t t h o s e f r e q u e n c i e s .

T h u s , r ( t ) w i l l h a v e n o n a t u r a l m o d e c o n t e n t c o r r e s p o n d i n g t o t h o s e
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f r e q u e n c i e s . I d e n t i c a l r e a s o n i n g a p p l i e s t o t h e t r a n s m i t d o m a i n

t h r o u g h e q u a t i o n ( 2 . 4 . 3 ) .

S i n c e a o n e m o d e E - p u l s e t a k e s t h e m i n i m u m a m o u n t o f e f f o r t t o

c a l c u l a t e , t h i s m e t h o d p r e s e n t s a n a l t e r n a t i v e t o s o l v i n g l a r g e m a t r i x

p r o b l e m s o f t h e f o r m o f ( 4 . 4 . 4 . 1 ) . I f N o n e m o d e E — p u l s e s c a n b e

s y n t h e s i z e d e a c h t o e l i m i n a t e a d i f f e r e n t m o d e , t h e n a n N m o d e E - p u l s e

i s e a s i l y c o n s t r u c t e d b y t a k i n g t h e i r c o n v o l u t i o n . T h i s i s e s p e c i a l l y

s i m p l e w h e n d e l t a f u n c t i o n s o f e q u a l s p a c i n g a r e u s e d a s t h e b a s i s

f u n c t i o n s w h e n c a l c u l a t i n g t h e o n e m o d e E - p u l s e s [ 2 2 ] .

T h e d u r a t i o n o f t h e c o n v o l u t i o n o f t w o f i n i t e d u r a t i o n w a v e f o r m s

i s m e r e l y t h e s u m o f t h e t w o d u r a t i o n s . T h u s , t h e d u r a t i o n o f t h e

c o n v o l u t i o n a l E - p u l s e m a y b e w r i t t e n a s

M

T e = . 2 T e i ( 4 . 4 . 6 . 1 )
1 = 1

w h e r e T e i i s t h e d u r a t i o n o f t h e i ' t h E - p u l s e o f t h e M u s e d i n t h e

c o n v o l u t i o n . N o t e t h a t t h i s m a y b e m a d e a s s h o r t a s d e s i r e d i f f o r c e d

E - p u l s e s a r e u s e d .

4 . 4 . 7 S i n g l e M o d e E x c i t a t i o n W a v e f o r m s

T h e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m w a s o r i g i n a l l y d e f i n e d i n

s e c t i o n 4 . 2 a s j u s t a s p e c i a l c a s e o f t h e E - p u l s e w h e r e o n e m o d e w a s

i g n o r e d d u r i n g t h e s y n t h e s i s . A l t h o u g h t h i s t y p e o f E — p u l s e w i l l

c e r t a i n l y e x c i t e a s i n g l e m o d e u p o n i n t e r a c t i o n w i t h a t a r g e t , t h e

c o n c e p t o f s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n c a n b e e x p a n d e d t o i n c l u d e m o r e

s p e c i f i c i n f o r m a t i o n a b o u t t h e m o d e ( i n e s s e n c e , p h a s e . )
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F r o m t h e r e c e i v e d o m a i n p e r s p e c t i v e , t h e c o n v o l u t i o n o f a

s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m a n d t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d i s

g i v e n b y e q u a t i o n ( 4 . 3 . 4 ) . T h e o r i g i n a l d e f i n i t i o n o f t h e E - m - p u l s e

r e q u i r e s a n = b n = O f o r l j a n , n # m , r e s u l t i n g i n t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e

= ' + a m t ; ' +
r ( t ) A m ( r O ) I E ( s m ) I e c o s ( m m t + ¢ m ( r o ) + 8 m ) ( 4 . 4 . 7 . 1 )

T h e t r a n s m i t d o m a i n a n a l y s i s g i v e s e q u i v a l e n t r e s u l t s t h r o u g h

e q u a t i o n ( 2 . 4 . 4 ) a n d t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d w o u l d b e m e r e l y

S + = g + O m t ' +
E ( r o , t ) A m ( r o ) e c o s ( m m t + ¢ m ( r o ) ) ( 4 . 4 . 7 . 2 )

S y n t h e s i s o f t h i s s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m p r o c e e d s e x a c t l y a s

w i t h t h e E - p u l s e , v i a e q u a t i o n ( 4 . 4 . 3 . 1 ) . ' I f t h e a m p l i t u d e c o e f f i c i e n t s

a r e t a k e n t o b e t h e u n k n o w n p a r a m e t e r s , t h e n b o t h f o r c e d a n d n a t u r a l

s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s c a n b e c o n s t r u c t e d . N o t e t h a t t h e

n a t u r a l w a v e f o r m r e q u i r e s o n l y 2 N — 2 b a s i s f u n c t i o n s ( s i n c e o n e l e s s

m o d e i s b e i n g e l i m i n a t e d ) a n d t h e f o r c e d w a v e f o r m r e q u i r e s o n l y 2 N — 1 .

A m a t r i x e q u a t i o n d i r e c t l y a n a l o g o u s t o ( 4 . 4 . 4 . 1 ) n o w d e s c r i b e s t h e

p r o b l e m , w i t h 2 N - 2 e n t r i e s r a t h e r t h a n 2 N .

C l o s e e x a m i n a t i o n o f e q u a t i o n ( 4 . 4 . 2 . 3 ) r e v e a l s t h a t a m o r e

s p e c i f i c E - m - p u l s e c a n b e s y n t h e s i z e d b y r e q u i r i n g

( 4 . 4 . 7 . 3 )
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T h e n t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e b e c o m e s

+ o t +
= A . m 0 + 'r s ( t ) m ( r o ) e b m 5 5 1 n ( w m t ¢ m ( r o ) )

w h e r e

T e - 0 t '
b = I e S ( t ' ) e m s i n w m t ' d t '
m s

0

0 n t h e o t h e r h a n d , r e q u i r i n g

a = b = 0 l i n i N n # m

r e s u l t s i n t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e

' + g m t ' - >

r c ( t ) A m ( r o ) e a m c c o s ( w m t + ¢ m ( r o ) )

w h e r e

T e - 0 t . ' '

a = I e ( t ' ) e m c o s m t d t
I n c 0 C 1 1 1

( 4 . 4 . 7 . 4 )

( 4 . 4 . 7 . 5 )

( 4 . 4 . 7 . 6 )

( 4 . 4 . 7 . 7 )

( 4 . 4 . 7 . 8 )

T h e f i r s t o f t h e s e E - m - p u l s e s , e s ( t ) , i s c a l l e d a s i n e m ' t h m o d e

e x c i t a t i o n w a v e f o r m s i n c e t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e v a r i e s a s

s i n ( m m t + ¢ $ ) a n d t h e s e c o n d , e c ( t ) , a c o s i n e m ' t h m o d e e x c i t a t i o n

w a v e f o r m s i n c e t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e v a r i e s a s c o s ( m m t + ¢ $ ) .
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B y a d d i n g a n a d d i t i o n a l c o n s t r a i n t , t h e t w o E - p u l s e s h a v e b e e n

c o n s t r u c t e d t o b e e x a c t l y n i n e t y d e g r e e s o u t o f p h a s e . T h e o r i g i n a l

E - p u l s e d e s c r i b e d b y ( 4 . 4 . 7 . 1 ) i s a c o m b i n a t i o n o f t h e s i n e a n d c o s i n e

w a v e f o r m s a n d i s t e r m e d a s i n / c o s m ' t h m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m .

T h e u t i l i t y o f t h e s i n e a n d c o s i n e E - m - p u l s e s i s m a d e a p p a r e n t

t h r o u g h t h e f o l l o w i n g n o r m a l i z a t i o n s c h e m e . L e t é é t ) = K c e c ( t )

 

 

s u c h t h a t

~ T e ~ - 0 t '
= I e ( t ' ) e m C O S w t ' d t ' = 1 ( 4 . 4 . 7 . 9 )

m e o c m

T h e n

T e - 0 t 'I K e ( t ' ) e m c o s w t ' d t ' = 1 ( 4 . 4 . 7 . 1 0 )
o c c m

o r

1
K = ( 4 . 4 . 7 . 1 1 )
c T e - 0 t '

I e ( t ' ) e m c o s m t ' d t '
c m

0

T h u s

~ e c ( t )
e ( t ) = T — - r — 7 ( 4 . 4 . 7 . 1 2 )

e _ i

I e ( t ' ) e a m t c o s w t ' d t '
o c m

L i k e w i s e , c h o o s e t h e n o r m a l i z e d 6 5 ( 6 ) s u c h t h a t

~

T e ~ - o t 'b m s = I e s ( t ' ) e m s i n w m t ' d t ' = 1 ( 4 . 4 . 7 . 1 3 )
O



  

5 0

w h i c h r e s u l t s i n

e ( t )

e s ( t ) = S ( 4 . 4 . 7 . 1 4 )
T e _ ,
I e ( t ' ) e O m t s i n w t ' d t '
O S m

 

N o w , e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 7 . 4 ) a n d ( 4 . 4 . 7 . 7 ) c a n b e w r i t t e n i n n o r m a l i z e d

 

f o r m a s

E ( t ) = A ' ( ? ) e O m t B s i n ( m c + ¢ ' ( ¥ ) ) ( 4 . 4 . 7 . 1 5 )
S m 0 m s m m 0

E ( t ) = A ' ( ? ) e o m t a c o s ( c + ¢ ' ( ¥ ) ) ( 4 . 4 . 7 . 1 6 )
C m 0 [ D C ( A m 1 1 1 0

B u t a = E m s = 1 b y t h e n o r m a l i z a t i o n j u s t i m p o s e d , s o

+ _ r ( t )
w t + ¢ ' ( r ) = t a n 3 ( 4 . 4 . 7 . 1 7 )
m m 0

r ( t )
C

i ' * = 1 ~ 2 ~ 2l o g ( A m ( r o ) ) + O m t 1 1 0 g I r C ( t ) + r s ( c ) ) ( 4 . 4 . 7 . 1 8 )

T h e s e e q u a t i o n s p r o v i d e a g o o d g r a p h i c a l m e a n s o f p o r t r a y i n g t a r g e t

d i s c r i m i n a t i o n b a s e d o n t h e s i n e a n d c o s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n

w a v e f o r m s . I f t h e c o n v o l u t i o n i s p e r f o r m e d w i t h t h e m e a s u r e d r e s p o n s e

o f t h e e x p e c t e d t a r g e t a s i n g l e m o d e w i l l r e s u l t a n d e q u a t i o n s

( 4 . 4 . 7 . 1 7 ) a n d ( 4 . 4 . 7 . 1 8 ) w i l l p r o d u c e s t r a i g h t l i n e s i n t h e l a t e — t i m e

w i t h s l o p e s g i v e n b y c m a n d m m , r e s p e c t i v e l y . H o w e v e r , i f t h e

c o n v o l u t i o n i s p e r f o r m e d w i t h t h e m e a s u r e d r e s p o n s e o f a n u n e x p e c t e d

t a r g e t , t h e r e s u l t w i l l t a k e t h e f o r m o f ( 4 . 4 . 2 . 3 ) w h e r e a n # 0 a n d b n # 0 .

A p p l y i n g e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 7 . 1 7 ) a n d ( 4 . 4 . 7 . 1 8 ) t h e n y i e l d s s o m e t h i n g
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q u i t e d i f f e r e n t t h a n s t r a i g h t l i n e s , e a s i l y d i s t i n g u i s h a b l e f r o m t h e

r e s u l t s d u e t o t h e e x p e c t e d t a r g e t .

I t i s i n t e r e s t i n g t o i n v e s t i g a t e t h e t r a n s m i t d o m a i n

i n t e r p r e t a t i o n o f t h e s i n e a n d c o s i n e E - m - p u l s e s . W h a t r e q u i r e m e n t s

m u s t b e m a d e o f E ( s ) i n e q u a t i o n ( 2 . 4 . 3 ) s u c h t h a t e q u a t i o n ( 4 . 4 . 7 . 4 )

o r ( 4 . 4 . 7 . 7 ) i s s a t i s f i e d ? T h e a n s w e r i s o b t a i n e d b y w o r k i n g b a c k -

w a r d s , a n d e x a m i n i n g t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f t h e d e s i r e d r e s u l t .

T a k i n g t h e t r a n s f o r m o f ( 4 . 4 . 7 . 4 ) y i e l d s

A ' < ‘ r ’ ) 1 : 3 4 . 1 . 6 ) - j ¢ ' ( ‘ r ’ )
M r s m } = 3 . 3 9 . 3 . 8 . 2 . 7 . 1 . . _ 2 . 2 % . : ( 4 . 4 . 7 . 1 9 )

J S S m 5 s m

T h i s s u g g e s t s t h a t

E ( s m ) = - E ( s ; ) ( 4 . 4 . 7 . 2 0 )

i s n e c e s s a r y t o s y n t h e s i z e a s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m .

T h i s t r a n s l a t e s t o

T e _ T e _ s
I e ( t ) e S m t d t = - I e ( t ) e S m t d t ( 4 . 4 . 7 . 2 1 )
O O

o r , e x p a n d i n g t h e e x p o n e n t i a l s

I e ( t ) e G m c o s m m t d t - j I e ( t ) e O m s i n m m t d t =
o o

= - I e ( t ) e O m t c o s m m t d t - j I e ( t ) e O m t s i n m m t d t ( 4 . 4 . 7 . 2 2 )
0 o

a n d t h u s



 

3 r
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T e - 0 tI e ( t ) e m c o s w m t d t = 0 ( 4 . 4 . 7 . 2 3 )
o

T h i s , t o g e t h e r w i t h t h e r e q u i r e m e n t t h a t E ( s n ) = E ( s g ) = 0 ( e q u i v a l e n t

t o a n 3 b n = 0 , a s s h o w n e a r l i e r ) f o r l j n i N , n # m , i s i d e n t i c a l t o t h e

r e s u l t s f r o m t h e r e c e i v e d o m a i n a n a l y s i s . S i m i l a r l y , t h e t r a n s f o r m

o f ( 4 . 4 . 7 . 7 ) g i v e s

A ' c ' r ’ 0 1 a m c a m i d . ) w h e n ]
: 3 m — — _ — — — — — —L { r c ( t ) } 2 S _ S + S _ S * ( 4 . 4 . 7 . 2 4 )

m m

s u g g e s t i n g

= *E ( s m ) E ( s m ) ( 4 . 4 . 7 . 2 5 )

i s r e q u i r e d t o c o n s t r u c t a c o s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m .

T h i s m e a n s

T Te _ e - *
I e ( t ) e S m t d t = I e ( t ) e S m t d t ( 4 . 4 . 7 . 2 6 )
o 0

o r

T e _ T e -
I e ( t ) e o m t c o s m m t d t - j I e ( t ) e O m t s i n m m t d t =
o 0

T e - 0 t T e - 0 t
= I e ( t ) e m c o s m m t d t + j I e ( t ) e m s i n m m t d t ( 4 . 4 . 7 . 2 7 )
o 0

S O
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T e - o tI e ( t ) e m s i n m m t d t = o ( 4 . 4 . 7 . 2 8 )
0

w h i c h i s t h e s a m e a s r e q u i r e d b y t h e r e c e i v e d o m a i n a n a l y s i s ( 4 . 4 . 7 . 6 ) .

F o r c a l c u l a t i o n p u r p o s e s ( a n a l o g o u s t o ( 4 . 4 . 3 . 7 ) a n d ( 4 . 4 . 3 . 8 ) )

e q u a t i o n ( 4 . 4 . 7 . 2 3 ) f o r t h e s i n e s i n g l e m o d e c a n b e w r i t t e n i n t e r m s o f

t h e t r a n s f o r m o f e ( t ) a s

R e { E ( s m ) } = 0 ( 4 . 4 . 7 . 2 9 )

a n d e q u a t i o n ( 4 . 4 . 7 . 2 8 ) f o r t h e c o s i n e s i n g l e m o d e a s

I m { E ( s m ) } = 0 ( 4 . 4 . 7 . 3 0 )

A s w i t h t h e E - p u l s e , b o t h t h e s i n e a n d c o s i n e E - m — p u l s e s c a n b e

c o n s t r u c t e d a s f o r c e d o r n a t u r a l w a v e f o r m s . D u e t o t h e a d d e d

c o n s t r a i n t g i v e n b y ( 4 . 4 . 7 . 2 9 ) o r ( 4 . 4 . 7 . 3 0 ) , t h e n u m b e r o f b a s i s

f u n c t i o n s r e q u i r e d i n ( 4 . 4 . 3 . 1 ) f o r t h e s y n t h e s i s i s 2 N - 1 f o r t h e

n a t u r a l E - m — p u l s e a n d 2 N f o r t h e f o r c e d w a v e f o r m . T h e y c a n a l s o b e

s y n t h e s i z e d a s D C s i n e o r c o s i n e E - m - p u l s e s b y a d d i n g t h e r e q u i r e m e n t

g i v e n b y e q u a t i o n ( 4 . 4 . 5 . 6 ) a n d u s i n g o n e m o r e b a s i s f u n c t i o n . T h e

s o l u t i o n f o r a n y o f t h e s e w a v e f o r m s r e s u l t s f r o m t h e s o l u t i o n t o a

m a t r i x p r o b l e m a n a l o g o u s t o ( 4 . 4 . 4 . 1 ) . I n a d d i t i o n , c o n v o l u t i o n a l

s i n e a n d c o s i n e s i n g l e m o d e s i g n a l s a r e e a s i l y c r e a t e d b y c o n v o l v i n g

E - p u l s e s t o ( j o i n t l y ) e l i m i n a t e a l l t h e m o d e s i n a r e s p o n s e e x c e p t t h e

o n e t o b e e x c i t e d .
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O n e l a s t m e t h o d o f s i n e a n d c o s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n

w a v e f o r m s y n t h e s i s i s w o r t h m e n t i o n i n g . I n e q u a t i o n ( 4 . 4 . 2 . 3 )

r e q u i r i n g

a = b = 0 1 < n < N n ¢ m
n n - — -

( 4 . 4 . 7 . 3 1 )

b = 0 a = 1
m m

w i l l r e s u l t i n a c o s i n e E - m - p u l s e w i t h a n y s e l e c t a b l e d u r a t i o n ( e x c e p t

f o r t h o s e r e s u l t i n g i n a s i n g u l a r c o e f f i c i e n t m a t r i x . ) T h i s r e q u i r e s

2 N b a s i s f u n c t i o n s a n d h a s a s o l u t i o n g i v e n b y t h e s o l u t i o n t o t h e

m a t r i x p r o b l e m

      

f r r y

I 0 . 1 I O

c I

M m , n 1

= 0
( 4 0 4 0 7 . 3 2 )

' 0

M s

m , n .

a 0
. 1 . 2 N . 1

w h e r e M S a n d M C a r e g i v e n b y e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 3 . 5 ) a n d ( 4 . 4 . 3 . 6 ) .

T h u s , t h i s i s e q u i v a l e n t t o a f o r c e d E - m — p u l s e i n t h e s p i r i t o f t h e

p r e c e d i n g a n l y s i s . L i k e w i s e , r e q u i r i n g
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( 4 . 4 . 7 . 3 3 )

w i l l r e s u l t i n a s i n e E - m - p u l s e w i t h a s o l u t i o n d e t e r m i n e d b y s o l v i n g

     

r i r r

a l I 0 1

M C :
m , n .

0

0

= . ( 4 . 4 . 7 . 3 4 )

M S 1
m , n

a 0
L J \ 2 N J \ J 

T h i s w a v e f o r m i s e q u i v a l e n t t o a f o r c e d s i n e E - m - p u l s e .

T h e b e n e f i t o f t h i s m e t h o d i s t h a t b e c a u s e o f t h e r e q u i r e m e n t s

o n a m a n d b m i n ( 4 . 4 . 7 . 3 1 ) a n d ( 4 . 4 . 7 . 3 3 ) t h e n o r m a l i z a t i o n p r e v i o u s l y

r e q u i r e d b y ( 4 . 4 . 7 . 9 ) a n d ( 4 . 4 . 7 . 1 3 ) i s a u t o m a t i c a l l y i n c l u d e d .

4 . 5 E - p u l s e B a s i s S e t s

I t i s p o s s i b l e t o c h o o s e a n y n u m b e r o f b a s i s s e t s t o r e p r e s e n t

t h e E - p u l s e i n ( 4 . 4 . 3 . 1 ) . H o w e v e r , a j u d i c i o u s c h o i c e m u s t t a k e t h e

f o l l o w i n g i n t o c o n s i d e r a t i o n : s i m p l i c i t y o f r e p r e s e n t a t i o n , s i m p l i c i t y

o f c a l c u l a t i o n , n o i s e a v e r a g i n g q u a l i t y , p o s s i b i l i t y o f c o n t i n u o u s

w a v e f o r m r e p r e s e n t a t i o n , c o m p l e t e n e s s , a n d f r e q u e n c y d o m a i n s h a p i n g .

A b a s i s s e t c o n s i s t i n g o f v e r y c o m p l i c a t e d f u n c t i o n s w o u l d n e e d t o
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d i s p l a y s o m e i m p o r t a n t a l t e r n a t e q u a l i t y t o o u t w e i g h t h e f i r s t t w o

c o n s i d e r a t i o n s .

F i v e d i f f e r e n t E - p u l s e b a s i s s e t s w i l l b e c o n s i d e r e d i n t h i s

s e c t i o n a n d t h r o u g h o u t t h e r e m a i n d e r o f t h i s t h e s i s . E a c h h a s v a r y i n g

c o m b i n a t i o n s o f t h e a b o v e q u a l i t i e s . T h e r e q u i r e d E - p u l s e m a t r i x

e n t r i e s ( 4 . 4 . 3 . 5 ) a n d ( 4 . 4 . 3 . 6 ) w i l l b e d e r i v e d f o r e a c h b a s i s s e t , a s

w e l l a s t h e E - p u l s e s p e c t r u m ( 4 . 4 . 1 . 1 ) . T o p r o v i d e c o m p a r i t i v e e x a m p l e s

e a c h b a s i s s e t w i l l t h e n b e u s e d t o c o n s t r u c t v a r i o u s t y p e s o f f o r c e d

a n d n a t u r a l E - p u l s e s a n d s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s .

4 . 5 . 1 P o l y n o m i a l E - p u l s e

A q u i t e s i m p l e s e t o f E - p u l s e b a s i s f u n c t i o n s i s g i v e n b y

_ m - l
f m ( t ) - t ( 4 . 5 . 1 . 1 )

s o t h a t

e ( t ) = Z a c m ‘ l ( 4 . 5 . 1 . 2 )

T h u s , a n N m o d e E - p u l s e i s m e r e l y a p o l y n o m i a l o f d e g r e e M - l , w h e r e M

d e p e n d s u p o n t h e n u m b e r o f b a s i s f u n c t i o n s n e e d e d ( e . g . M - l = 2 N f 1

f o r a n a t u r a l E - p u l s e . )

T h e m o t i v a t i o n b e h i n d c h o o s i n g t h i s s e t o f b a s i s f u n c t i o n s i s

t w o f o l d . F i r s t , m a n y t y p e s o f p o l y n o m i a l s ( s u c h a s C h e b y s h e v ) h a v e

s p e c i a l p r o p e r t i e s w h i c h m i g h t b e u s e f u l i n c o n s t r u c t i n g a n E - p u l s e .

T h e e x p a n s i o n ( 4 . 5 . 1 . 2 ) h a s a m u c h s i m p l e r f o r m t h a n t h e s e , b u t i t d o e s
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d i s p l a y t h e g e n e r a l b e h a v i o r o f a p o l y n o m i a l E - p u l s e . S e c o n d , t h i s

E - p u l s e h a s t h e b e n e f i t o f b e i n g s m o o t h a n d c o n t i n u o u s . W h e n t h e

c o n v o l u t i o n p r o c e s s i n ( 4 . 4 . 2 ) i s p e r f o r m e d a l l o f t h e s a m p l e d p o i n t s

o f t h e m e a s u r e d r e s p o n s e w i l l b e u s e d , a v e r a g i n g a n d t h u s r e d u c i n g t h e

n o i s e l e v e l .

T h e m a t r i x e l e m e n t s r e q u i r e d t o c o n s t r u c t t h e p o l y n o m i a l E - p u l s e

a r e g i v e n b y ( 4 . 4 . 3 . 5 ) a n d ( 4 . 4 . 3 . 6 ) S u b s t i t u t i n g ( 4 . 5 . 1 . 1 ) y i e l d s

c T e m - l - o n t
- I t e c o s w n t d t ( 4 . 5 . 1 . 3 )

o

e — _ .

c m 1 e O u t s i n w n t d t ( 4 . 5 . 1 . 4 ):
3 (I
)

ll

0
“
H
P
—
3

T h e i n t e g r a t i o n s c a n b e p e r f o r m e d b y u s i n g s u c c e s s i v e i n t e g r a t i o n b y

p a r t s [ 2 3 ] , r e s u l t i n g i n

c m l _ m e - o n T e m ( — 1 ) r

r = 0 ( m - r ) ! ( o n T e ) r

 c o s ( w n T e - ( r + 1 ) € n )

 

m

- . £ 1 % 1 _ C o s ( - ( m + 1 ) g n ) ) ( 4 . 5 . 1 . 5 )

o n

m r

M : n a fi i . T : e ‘ 0 n T e Z ( - 1 ) r S i n ( m n T e m ( r - + - 1 ) E n ) -
’ n r = 0 ( m - r ) ! ( p n T e )

m

- . & 1 % 1 _ s i n ( - ( m + 1 ) § n ) ( 4 . 5 . 1 . 6 )
p
n

w h e r e

 

o n = / o § + w § ( 4 . 5 . 1 . 7 )
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a n d

( 4 . 5 . 1 . 8 )

0
'
e

D
3

\
_
_
_
J

5 n = t a n - 1 I -

T h e r e q u i r e d m a t r i x e l e m e n t s a r e o b v i o u s l y q u i t e c o m p l i c a t e d .

I t i s e a s y n o w t o s e e t h a t s i m p l i c i t y o f r e p r e s e n t a t i o n d o e s n o t

n e c e s s a r i l y g o h a n d i n h a n d w i t h s i m p l i c i t y o f c a l c u l a t i o n .

T h e s p e c t r u m o f t h e p o l y n o m i a l E - p u l s e i s f o u n d b y e m p l o y i n g

e q u a t i o n ( 4 . 4 . 1 . 1 )

 

T e M m - l - s tE ( s ) = I Z a m t e d t ( 4 . 5 . 1 . 9 )
o m = 1

I n t e g r a t i n g y i e l d s

M f m1 _
E ( s ) = - Z a 2 4 ' T m e S T E 2 1 - l — - ( 4 . 5 . 1 . 1 0 )

m e r m
m = 1 r = 0 ( m - r ) ! ( s T e ) s

I t i s n e c e s s a r y t o k n o w t h i s f r e q u e n c y d o m a i n r e p r e s e n t a t i o n f o r u s e

i n e q u a t i o n s s u c h a s ( 4 . 3 . 4 ) . I t a l s o p r o v i d e s a n a l t e r n a t i v e m e t h o d

f o r c a l c u l a t i n g t h e E - p u l s e m a t r i x e n t r i e s . A g r e a t s i m p l i c i t y o v e r

t h e e n t r i e s ( 4 . 5 . 1 . 5 ) a n d ( 4 . 5 . 1 . 6 ) i s o b v i o u s l y g a i n e d b y u s i n g t h e

E r p u l s e s p e c t r u m a n d e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 3 . 7 ) a n d ( 4 . 4 . 3 . 8 ) . T h e p e n a l t y

i s t h a t t h e s e e n t r i e s a r e c o m p l e x a n d t h u s c o m p l e x m a t r i x c a l c u l a t i o n s

a r e r e q u i r e d t o d e t e r m i n e t h e E - p u l s e .
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4 . 5 . 2 D a m p e d S i n u s o i d E - p u l s e

A p a r t i c u l a r l y i m p o r t a n t s e t o f E - p u l s e b a s i s f u n c t i o n s i s

g i v e n b y

f ( t ) = e a m t c o s ( m t + 5 ) ( 4 5 2 1 )m m m C O C

s o t h a t

M 8 t ~
= “ 1 ~e ( t ) Z a m e c o s ( m m t + o m ) ( 4 . 5 . 2 . 2 )

m 1

T h e c h o i c e o f c o m p l e x f r e q u e n c i e s E n = 5 n + j m n a n d p h a s e s I n u s e d i n

t h e e x p a n s i o n d e t e r m i n e s t h e u s e f u l n e s s o f t h i s E — p u l s e . D i s c u s s i o n

o f a p p r o p r i a t e c h o i c e s i s g i v e n a l o n g w i t h a m o r e i n d e p t h a n a l y s i s

o f t h e r e s u l t i n g f r e q u e n c y d o m a i n s h a p i n g i n s e c t i o n 5 . 5 .

L i k e t h e p o l y n o m i a l E — p u l s e , t h i s E - p u l s e r e p r e s e n t a t i o n i s

s m o o t h a n d c o n t i n u o u s . A s s u c h , i t a l s o h a s t h e b e n e f i t s o f n o i s e

r e d u c t i o n t h r o u g h t h e a v e r a g i n g p r o c e s s i n t r o d u c e d b y t h e c o n v o l u t i o n

i n t e g r a l .

T h e E - p u l s e m a t r i x e n t r i e s a r e f o u n d v i a ( 4 . 4 . 3 . 5 ) a n d

( 4 . 4 . 3 . 6 ) t o b e

T ~

e 1 - _
M C — I e o m t c o s ( w t + ¢ ) e O n t C O S w t d t ( 4 . 5 . 2 . 3 )
m , n o m m n

T e “
3 = o m t ~ ~ - o n t ,
M m , n I e c o s ( w m t + ¢ m ) e S i n w n t d t ( 4 . 5 . 2 . 4 )

O
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I n t e g r a t i n g g i v e s

C -
M m ’ n - ( l , ( T e ) - 1 1 ( 0 ) + 1 2 ( T e ) - 1 2 ( 0 ) ) c o s ¢ m -

- ( l 3 ( T e ) - l 3 ( 0 ) + l . , ( ' r e ) - l . , ( 0 ) ) s l n q i m ( 4 . 5 . 2 . 5 )

s -
M m , “ - ( - l 3 ( T e ) + l 3 ( 0 ) + l . , ( T e ) - I . , ( 0 ) ] c o s ¢ m -

- ( 1 1 ( T e ) - l l ( 0 ) - 1 2 ( T e ) + 1 2 ( 0 ) ) s i n é m ( 4 . 5 . 2 . 6 )

w h e r e

e A t
I l ( t ) = - — — - — - — — - — I B s i n B t + A c o t h I

2 ( A 2 + 8 2 )

e A t
1 2 ( t ) = - — - — - — — — * * I C s i n C t + A c o s C t I

2 ( A Z + c 2 )
( 4 . 5 . 2 . 7 )

e A t
1 3 ( t ) = - — - — * — — — — - I A s i n B t - B c o t h I

2 ( A 2 + B 2 )

e A t
1 4 ( t ) = — — — — — — — — — - [ A s i n C t - C c o s C t )

2 ( A 2 + B 2 )

w h e r e A = 6 - o , B = 6 — w , a n d C = 0 + w .
m n m n m n

T h e E - p u l s e s p e c t r u m i s f o u n d t o b e

T e M 6 t ~ ~ - s t
E ( s ) = I Z a e m c o s ( w t + ¢ ) e d t ( 4 . 5 . 2 . 8 )

o m = 1 m m m

o r
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T

T M . ~ - ( s - § ) — 9 T
= _ _ e _ 3 % m . - “ _ sE ( s ) 2 I a m e e s 1 n h c [ ( s s m ) 2 I +

m = 1

“ j é - ( S - S ; ) — _ - ~ T e
+ e m e s i n h c ( ( s - s ; ) § — J ( 4 . 5 . 2 . 9 )

w h e r e

, z - z

s i n h c z 2 E l fl h i i l = - 9 — 4 1 4 1 — - ( 4 . 5 . 2 . 1 0 )
z 2 2

U s i n g t h e s p e c t r u m p r o v i d e s q u i t e a s i z a b l e g a i n i n s i m p l i c i t y o v e r

u s i n g ( 4 . 5 . 2 . 5 ) a n d ( 4 . 5 . 2 . 6 ) t o c a l c u l a t e t h e E - p u l s e m a t r i x e n t r i e s .

4 . 5 . 3 F o u r i e r C o s i n e E - p u l s e

A F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t c a n b e c o n s t r u c t e d f r o m t h e f u n c t i o n s

1 3 m m = c o s ( ( m - 1 ) % - : ) ( 4 . 5 . 3 . 1 )

s u c h t h a t

M t
e ( t ) = I a m c o s [ ( m - 1 ) % ; ; ( 4 . 5 . 3 . 2 )

m = 1

T h e s e f u n c t i o n s a r e l i n e a r l y i n d e p e n d e n t a n d , i n f a c t , f o r m a c o m p l e t e

s e t . A n y a r b i t r a r y c o n t i n u o u s w a v e f o r m o f f i n i t e d u r a t i o n T e c a n b e

r e p r e s e n t e d a s a l i n e a r c o m b i n a t i o n o f F o u r i e r c o s i n e s . T h i s h a s

p a r t i c u l a r l y i n t r i g u i n g i m p l i c a t i o n s f o r E - p u l s e s y n t h e s i s . W h i l e i t

i s t r u e t h a t t h e m e a s u r e d r e s p o n s e o f a n y t a r g e t c o n t a i n s o n l y a f i n i t e



 

I

t r .
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n u m b e r o f n a t u r a l m o d e s , i t i s d i f f i c u l t t o t e l l e x a c t l y w h i c h m o d e s

w i l l b e p r e s e n t . A n i d e a l E — p u l s e w a v e f o r m w o u l d e l i m i n a t e t h e e n t i r e

i n f i n i t e s e t o f n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t a r g e t . T h a t i s , t h e

E - p u l s e w o u l d c o n v e r g e t o a d i s t i n c t w a v e f o r m a s t h e n u m b e r o f m o d e s

t o b e e l i m i n a t e d w a s t a k e n t o i n f i n i t y . S u c h a n E — p u l s e c o u l d o n l y b e

c o n s t r u c t e d a s a n e x p a n s i o n o v e r a c o m p l e t e s e t o f b a s i s f u n c t i o n s .

T h e t h o u g h t t h a t a f i n i t e d u r a t i o n E — p u l s e c o u l d b e c o n s t r u c t e d

t o e l i m i n a t e a n i n f i n i t e n u m b e r o f n a t u r a l m o d e s i s n o t a s a s t o u n d i n g

a s i t m i g h t f i r s t s e e m . I t c a n b e s h o w n q u i t e e a s i l y t h a t a

r e c t a n g u l a r p u l s e w a v e f o r m o f p r o p e r l y c h o s e n d u r a t i o n i s a n E - p u l s e

f o r a l o s s l e s s t r a n s m i s s i o n l i n e . A p p l i c a t i o n s t o t h e m o r e c o m p l i c a t e d

t h i n w i r e s c a t t e r e r w i l l b e a d d r e s s e d i n s e c t i o n 5 . 6 .

A F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t h a s o t h e r i m p o r t a n t q u a l i t i e s b e s i d e s

t h e p o t e n t i a l o f r e p r e s e n t i n g a n i d e a l E - p u l s e . I t i s s m o o t h a n d

c o n t i n u o u s , a n d t h u s h a s t h e b e n e f i t o f n o i s e a v e r a g i n g i n t h e

c o n v o l u t i o n p r o c e s s .

S i n c e t h e F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t i s m e r e l y a s p e c i a l c a s e o f

t h e d a m p e d s i n u s o i d a l b a s i s s e t w i t h t h e i m p l i c i t c h o i c e o f c o m p l e x

f r e q u e n c i e s a n d p h a s e s g i v e n b y

5 = 0
1 1 1

~ n
( 1 1 m 3 ( m - 1 ) T - ; ( 4 . 5 . 3 . 3 )

9 m = 0

t h e m a t r i x e l e m e n t s r e q u i r e d t o c o n s t r u c t a n E - p u l s e w i l l n o t b e

r e p e a t e d . T h e s p e c t r u m o f t h e E - p u l s e i s q u i t e i n t e r e s t i n g , t h o u g h ,
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a n d i s f o u n d t o b e

T M
e -

E ( s ) = I Z 0 1 c o s ( ( m - 1 ) 1 ' i ) e S t d t ( 4 . 5 . 3 . 4 )
m T

o m = 1 e

o r

T e
T e - 2 M - . ( m - l ) n

E ( s ) = 3 " 8 m é l a m J s i n t h s - J T e I +

+ ( - j ) m - l s i n h c [ s + j £ £ % i l l ) I ( 4 . 5 . 3 . 5 )
e .

O f c o u r s e , t h i s c a n a l s o b e v i e w e d a s a s p e c i a l c a s e o f t h e d a m p e d

s i n u s o i d a l E — p u l s e s p e c t r u m .

A n i n t e r e s t i n g p r o p e r t y o f t h e F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t a r i s e s

f r o m t h e f a c t t h a t , e x c e p t f o r m = 1 , e a c h o f t h e b a s i s f u n c t i o n s h a s n o

D C c o m p o n e n t . I t i s t h e r e f o r e p o s s i b l e t o c o n s t r u c t a D C E - p u l s e b y

u s i n g o n e f e w e r b a s i s f u n c t i o n ( i . e . b y e l i m i n a t i n g t h e m = 1 t e r m . )

4 . 5 . 4 P u l s e F u n c t i o n E - p u l s e

T h e m o s t u s e f u l b a s i s s e t , d u e i n m o s t p a r t t o i t s g r e a t

s i m p l i c i t y , i s o n e c o m p o s e d o f s u b - s e c t i o n a l p u l s e f u n c t i o n s a s

g ( t - ( m - 1 ) A ) ( m - 1 ) A § t : m A

f ( t ) = ( 4 . 5 . 4 . 1 )

m 0 e l s e w h e r e

w h e r e g ( t ) i s s o m e a r b i t r a r y f u n c t i o n a n d A i s t h e p u l s e w i d t h

g i v e n b y
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T
A = ( 4 . 5 . 4 . 2 )_ S .

M

T h e b a s i s f u n c t i o n r e p r e s e n t a t i o n c a n b e s i m p l i f i e d s o m e w h a t b y

d e f i n i n g

1 ( m - 1 ) A : t : m A
P m ( t ) = ( 4 . 5 . 4 . 3 )

0 e l s e w h e r e

T h e n

f m ( t ) = P m ( t ) g ( t - ( m - 1 ) A ) ( 4 . 5 . 4 . 4 )

a n d

M

e ( t ) = I 0 1 P ( t ) g ( t - ( m - 1 ) A ) ( 4 . 5 . 4 . 5 )
m = 1 m m

A s i m p l e e x a m p l e o f a p u l s e f u n c t i o n E - p u l s e i s s h o w n i n F i g u r e

4 . 5 . 4 . 1 ( a ) . I n p a r t i c u l a r , g ( t ) c o u l d b e d e f i n e d a s n o n z e r o o v e r o n l y

a p o r t i o n o f t h e p u l s e w i d t h A . S u c h a n E - p u l s e i s s h o w n i n F i g u r e

4 . 5 . 4 . 1 ( b ) , w i t h g ( t ) b e i n g i n t h i s c a s e a u n i t s t e p f u n c t i o n .

T h e v a l u e o f t h i s t y p e o f E — p u l s e i n r e d u c i n g t h e n o i s e

i n t r o d u c e d d u r i n g t a r g e t r e s p o n s e m e a s u r e m e n t s d e p e n d s m u c h u p o n t h e

s h a p e o f t h e i n d i v i d u a l p u l s e s . O b v i o u s l y t h e n a r r o w e r p u l s e s o f

F i g u r e 4 . 5 . 4 . 1 ( b ) w i l l d o a m u c h p o o r e r j o b o f a v e r a g i n g t h e n o i s e t h a n

t h e w i d e r p u l s e s o f F i g u r e 4 . 5 . 4 . 1 ( a ) . A l t h o u g h t h e p u l s e f u n c t i o n

E - p u l s e i s n e v e r s m o o t h , i t i s p i e c e w i s e c o n t i n u o u s , a n d t h e n u m e r i c a l
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" I A 1 ‘ - T e t i m e

( a )

e ( t )

         ‘ 4 A 1 ‘ " T e t i m e

( b )

F i g u r e 4 . 5 . 4 . 1 . T y p i c a l p u l s e f u n c t i o n E - p u l s e w a v e f o r m s . ( a ) U s i n g

p u l s e s o f w i d t h A . ( b ) U s i n g p u l s e s o f w i d t h l e s s
t h a n A .
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c o n v o l u t i o n c a n b e p e r f o r m e d w i t h o u t d i f f i c u l t y .

T h e E - p u l s e m a t r i x e l e m e n t s a r e f o u n d u s i n g ( 4 . 4 . 3 . 5 ) a n d

( 4 . 4 . 3 . 6 ) t o b e

T ec g _ _ - o n t
M m , n I P m ( t ) g ( t ( m 1 ) A ) e c o s m n t d t ( 4 . 5 . 4 . 6 )

M S I e 1 " O n t ' d 4 4m , n - O P m ( t ) g ( t - ( m - ) A ) e S l n m n t t ( . 5 . . 7 )

U s i n g t h e d e f i n i t i o n o f P m ( t ) g i v e s

m A

M c = I g ( c - ( m - 1 ) A ) e ‘ ° n t c o s w t d t ( 4 . 5 . 4 . 8 )
m , n n

( m - 1 ) A

8 m A - 0 tM = I g ( t - ( m - 1 ) A ) e n s i n w t d t ( 4 . 5 . 4 . 9 )
m , n n

( m - 1 ) A

N o w , u s i n g t h e s u b s t i t u t i o n

u t - ( m - 1 ) A ( 4 . 5 . 4 . 1 0 )

r e s u l t s f i n a l l y i n

c - 0 ( — 1 ) A A - o u
= e n m c o s w n ( m - 1 ) A I g ( u ) e n c o s w n u d u -

O

A

- e - o n ( m - 1 ) A s i n w n ( m - 1 ) A I g ( u ) e - O n u s i n w n u d u ( 4 . 5 . 4 . 1 1 )

0

M S = e - O n ( m - 1 ) A c o s ( m - 1 ) A I ( u ) e - O n u s i n u d u +
m , n w n 0 8 w n

A
e - O n ( m - 1 ) A s i n w n ( m - 1 ) A I g ( u ) e - O n u C O S m n u d u ( 4 . 5 . 4 . 1 2 )

O

+
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T h e E - p u l s e s p e c t r u m i s f o u n d u s i n g ( 4 . 4 . 1 . 1 ) t o b e

T M
E ( s ) = I e Z a P ( t ) g ( t - ( m - 1 ) A ) e - S t d t ( 4 . 5 . 4 . 1 3 )

o m = 1 m m

0 1 '

M m A _ t

E ( s ) = Z a I g ( t - ( m - 1 ) A ) e 3 d t ( 4 . 5 . 4 . 1 4 )
m = 1 m ( m - 1 ) A

U s i n g t h e s u b s t i t u t i o n g i v e n i n ( 4 . 5 . 4 . 1 0 ) r e s u l t s i n

M - s ( m - 1 ) A A - sE ( s ) = I a m e I g ( u ) e u d u ( 4 . 5 . 4 . 1 5 )
m = 1 0

w h i c h c a n a l s o b e w r i t t e n a s

s A M - s m A
E ( s ) = F 1 ( s ) e Z a m e ( 4 . 5 . 4 . 1 6 )

m = 1

w h e r e F 1 ( s ) i s t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f t h e f i r s t p u l s e f u n c t i o n

A

F 1 ( s ) = L { f 1 ( t ) } = I g ( t ) e S d t ( 4 . 5 . 4 . 1 7 )
o

T h i s i s p a r t i c u l a r l y s i m p l e i n c o m p a r i s o n t o r e s u l t s f o r o t h e r b a s i s

s e t s s u c h a s ( 4 . 5 . 1 . 1 0 ) o r ( 4 . 5 . 2 . 9 ) .

T h e s i m p l e s t a n d m o s t u s e f u l c h o i c e f o r g ( t ) i n e q u a t i o n

( 4 . 5 . 4 . 1 ) i s

g ( t ) = 1 ( 4 . 5 . 4 . 1 8 )
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T h i s m e r e l y r e p r e s e n t s a r e c t a n g u l a r p u l s e b a s i s s e t s p a n n i n g T e .

T h e u s e f u l n e s s o f t h e r e c t a n g u l a r p u l s e i s t h r e e f o l d : i t i s s i m p l e t o

u s e , i t r e p r e s e n t s a u n i f o r m a v e r a g i n g o f n o i s e , a n d i t f o r m s a

c o m p l e t e s e t o f b a s i s f u n c t i o n s . T h e c o m p l e t e n e s s c o n d i t i o n p u t s i t

i n t h e c a t e g o r y w i t h t h e F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t a s h a v i n g t h e

p o t e n t i a l t o r e p r e s e n t a n i d e a l E - p u l s e o f i n f i n i t e m o d a l c o n t e n t .

T h e E - p u l s e m a t r i x e n t r i e s f o r t h e r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n

E - p u l s e a r e f o u n d b y s u b s t i t u t i n g ( 4 . 5 . 4 . 1 8 ) i n t o ( 4 . 5 . 4 . 1 1 ) a n d

( 4 . 5 . 4 . 1 2 ) w h i c h r e s u l t s i n

 

c e - o n m A

M m n = - — - — - — - [ - o n c o s w n m A + w n s i n w n m A ) -

’ o % + w %

“ e ( ‘ 0 C O S w ( m - 1 ) A + w s i n w ( m - 1 ) A ) ( 4 . 5 . 4 . 1 9 )
0 2 + , w 2 n n n n

n n

s e - o n m A

M . I n n = - — - — — — - [ - o s i n m n m A - m c o s w n m A ) —
: o t z l + w t 2 1 f 1

e - o n ( m - 1 ) A
 - [ - 0 s i n w ( m - 1 ) A

n n
w c o s w ( m - 1 ) A ) ( 4 . 5 . 4 . 2 0 )

0 3 1 4 1 0 1 2 1 n n

T h e s p e c t r u m i s c a l c u l a t e d i n a s i m i l a r m a n n e r . F o r a r e c t a n g u -

l a r p u l s e e q u a t i o n ( 4 . 5 . 4 . 1 7 ) b e c o m e s

A
F 1 ( s ) = I e ' S t d t = % e s i n h c ( s % J ( 4 . 5 . 4 . 2 1 )

0

«3
9»

w h e r e s i n h c ( z ) i s d e f i n e d i n ( 4 . 5 . 2 . 1 0 ) . U s i n g ( 4 . 5 . 4 . 1 6 ) t h e n

r e s u l t s i n
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s 9 - M

e 2 s i n h c ( s $ 3 I a e ‘ s ‘ “ A ( 4 . 5 . 4 . 2 2 )
m = 1 m

N
l
l
>

E ( s ) =

T h e p u l s e f u n c t i o n b a s i s s e t i s s o s i m p l e t h a t i t i s p o s s i b l e

t o f i n d a n e x p l i c i t f o r m u l a f o r t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s a m . I t i s

a l s o p o s s i b l e t o c o n s t r u c t a d i f f e r e n t b u t v e r y e f f i c i e n t a l g o r i t h m

f o r s o l v i n g ( 4 . 4 . 4 . 1 ) f o r a m w i t h o u t p e r f o r m i n g m a t r i x i n v e r s i o n .

T h e s e t o p i c s w i l l b e e x p l o r e d f u r t h e r i n s e c t i o n 4 . 6 .

4 . 5 . 5 I m p u l s e F u n c t i o n E - p u l s e

P e r h a p s t h e s i m p l e s t s e t o f b a s i s f u n c t i o n s i s d e f i n e d b y

f m ( t ) = 5 ( t - m A ) ( 4 . 5 . 5 . 1 )

s o t h a t

M
e ( t ) = X a 5 ( t - m A ) ( 4 . 5 . 5 . 2 ) .

m = 1 m

H e r e 6 ( t ) i s t h e D i r a c d e l t a ( i m p u l s e ) f u n c t i o n . T h i s b a s i s s e t c a n

b e v i e w e d a s a s p e c i a l c a s e o f t h e p u l s e f u n c t i o n b a s i s s e t w i t h

g ( t ) = 6 ( t - A ) ( 4 . 5 . 5 . 3 )

T h i s i s t h e c a s e s h o w n i n F i g u r e 4 . 5 . 4 . 1 ( b ) w i t h t h e p u l s e s t a k i n g o n

z e r o w i d t h b u t f i n i t e , n o n z e r o a r e a .

T h e d e l t a f u n c t i o n b a s i s s e t i s t r u l y a p o o r c h o i c e i f n o i s e
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l e v e l i s a n i m p o r t a n t c o n s i d e r a t i o n . C o n v o l u t i o n w i l l r e d u c e t o

d i s c r e t e , p o i n t b y p o i n t i n t e g r a t i o n w h i c h p r o v i d e s l i t t l e a v e r a g i n g

o f r a n d o m n o i s e . A l s o , t h e d e l t a f u n c t i o n E - p u l s e i s n o t c o n t i n u o u s

a n d d o e s n o t h a v e t h e p o t e n t i a l o f r e p r e s e n t i n g a u n i q u e E - p u l s e o f

i n f i n i t e m o d a l c o n t e n t ( i . e . t h e i m p u l s e f u n c t i o n s a r e n o t c o m p l e t e . )

T h e E - p u l s e m a t r i x e n t r i e s a r e f o u n d b y s u b s t i t u t i n g ( 4 . 5 . 5 . 3 )

i n t o ( 4 . 5 . 4 . 1 1 ) a n d ( 4 . 5 . 4 . 1 2 ) a n d u s i n g t h e i n t e g r a l p r o p e r t y o f t h e

d e l t a f u n c t i o n

X 1 0 0 < _ X 1 < X O

I 6 ( x - x o ) f ( x ) d x = ( 4 . 5 . 5 . 4 )
O f ( x o ) X l i x o

w h i c h y i e l d s

M e = e - o n ( t - m A ) c o s w ( t - m A ) ( 4 . 5 . 5 . 5 )
m , n n

M 3 = e - O n ( t - m A ) s i n m ( t - m a ) ( 4 . 5 . 5 . 6 )
m , n n

T h e d e l t a f u n c t i o n E - p u l s e s p e c t r u m i s p a r t i c u l a r l y s i m p l e .

S u b s t i t u t i n g ( 4 . 5 . 5 . 3 ) i n t o ( 4 . 5 . 4 . 1 7 ) a n d u s i n g ( 4 . 5 . 5 . 4 ) r e s u l t s i n

- S A

F 1 < S > = 8 ( 4 . 5 . 5 . 7 )

a n d t h u s t h e s p e c t r u m i s f o u n d f r o m e q u a t i o n ( 4 . 5 . 4 . 1 6 ) t o b e

M - AE ( s ) = Z a e 3 m ( 4 . 5 . 5 . 8 )
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T h e f o r c e d d e l t a f u n c t i o n E - p u l s e h o l d s a v e r y i n t r i g u i n g

r e l a t i o n s h i p w i t h P r o n y ' s m e t h o d . I t i s p o s s i b l e t o o b t a i n t h e

e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s d i r e c t l y f r o m a m e a s u r e d r e s p o n s e b y e m p l o y i n g

P r o n y ' s m e t h o d a s d e s c r i b e d i n g r e a t d e t a i l i n [ 2 2 ] . T h i s p r o c e d u r e

h a s t h e d r a w b a c k , h o w e v e r , o f b e i n g d o u b l y s e n s i t i v e t o r a n d o m n o i s e .

N o t o n l y i s u s i n g P r o n y ' s m e t h o d t o o b t a i n t h e E - p u l s e f r o m a m e a s u r e d

r e s p o n s e h i g h l y s e n s i t i v e t o n o i s e ( a s d e m o n s t r a t e d i n s e c t i o n 6 . 9 ) ,

b u t u s i n g t h a t E - p u l s e f o r d i s c r i m i n a t i n g a d i f f e r e n t t a r g e t r e s p o n s e

p r o v i d e s l i t t l e u s e f u l a v e r a g i n g o f t h e n o i s e i n t h a t r e s p o n s e .

4 . 5 . 6 E x a m p l e s o f E - p u l s e W a v e f o r m s

I t i s p o s s i b l e t o c o n s t r u c t a m u l t i t u d e o f n a t u r a l / f o r c e d / D C

E - p u l s e / m ' t h m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s b a s e d o n a c e r t a i n s e t o f

n a t u r a l f r e q u e n c i e s . T h i s s e c t i o n w i l l p r e s e n t a s m a l l n u m b e r o f

t h e s e , c h a r a c t e r i s t i c o f w h a t m i g h t b e c o n s t r u c t e d f o r a p r a c t i c a l

t a r g e t . T h u s , o n l y E - p u l s e s o f s h o r t d u r a t i o n w i l l b e c o n s i d e r e d

( i n d e f e r e n c e t o m a x i m u m a v a i l a b l e l a t e - t i m e . )

T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s t o b e e l i m i n a t e d ( o r e x c i t e d ) a r e t a k e n

a s t h e f i r s t t e n ( o f t h e f i r s t l a y e r ) o f t h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t a s

d i s c u s s e d i n s e c t i o n 5 . 2 . T h e s e a r e s h o w n i n F i g u r e 5 . 2 . 1 . E - p u l s e s

a r e c o n s t r u c t e d u s i n g v a r i o u s b a s i s s e t s b y s o l v i n g e q u a t i o n ( 4 . 4 . 4 . 1 ) .

T h e f i r s t g r o u p o f E - p u l s e s h a v e b e e n c o n s t r u c t e d u s i n g t h e

p u l s e f u n c t i o n b a s i s s e t ( a n d r e p r e s e n t e d u s i n g r e c t a n g u l a r p u l s e s )

a n d t h e F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t . F i g u r e 4 . 5 . 6 . 1 s h o w s n a t u r a l

E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n p l o t t e d a g a i n s t t i m e n o r m a l i z e d b y t h e

l e n g t h o f t h e c y l i n d e r , L , a n d t h e s p e e d o f l i g h t , c . C o n s t r u c t i o n o f
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F i g u r e 4 . 5 . 6 . 1 . N a t u r a l E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d u s i n g

p u l s e a n d F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o e l i m i n a t e f i r s t

t e n m o d e s o f t h i n c y l i n d e r .
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t h e s e E - p u l s e s r e q u i r e s a t o t a l o f t w e n t y b a s i s f u n c t i o n s . F o r t h e

c a s e o f t h e p u l s e f u n c t i o n E - p u l s e t h e m i n i m u m d u r a t i o n c a n b e f o u n d

e x p l i c i t l y f r o m ( 4 . 6 . 1 . 2 4 ) a n d i s c a l c u l a t e d a s

T = 2 0 - — 3 - = 2 . 0 4 0 7 L / c ( 4 . 5 . 6 . 1 )

F o r t h e F o u r i e r c o s i n e E - p u l s e t h e s m a l l e s t d u r a t i o n i s f o u n d v i a

n u m e r i c a l c o m p u t a t i o n t o b e T e = 2 . 0 4 4 6 L / c . F i g u r e 4 . 5 . 6 . 2 s h o w s

n a t u r a l E - p u l s e s o f t h e n e x t l a r g e s t d u r a t i o n . F o r t h e p u l s e f u n c t i o n

b a s i s s e t t h i s d u r a t i o n i s

T = 2 0 a ; = 2 . 2 7 0 8 L / c ( 4 . 5 . 6 . 2 )

w h e r e a s u s i n g t h e F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t g i v e s t h e n e x t d u r a t i o n

a s T e I 2 . 2 4 5 1 L / c . F i g u r e 4 . 5 . 6 . 3 d i s p l a y s t h e n a t u r a l D C E - p u l s e o f

l o w e s t d u r a t i o n . N o w a t o t a l o f 2 1 b a s i s f u n c t i o n s a r e r e q u i r e d i n

t h e s y n t h e s i s . T h e d u r a t i o n o f t h e p u l s e f u n c t i o n w a v e f o r m i s

c a l c u l a t e d a s T e = 2 . 1 4 2 7 L / c w h i l e t h e d u r a t i o n o f t h e F o u r i e r c o s i n e

b a s e d w a v e f o r m i s f o u n d n u m e r i c a l l y t o b e T 8 = 2 . 1 4 8 4 L / c . N o t e t h a t

t h e a r e a u n d e r e a c h o f t h e s e E - p u l s e s i s z e r o , a s r e q u i r e d b y ( 4 . 4 . 5 . 5 ) .

F o r c e d E - p u l s e s o f d u r a t i o n s h o r t e r a n d l o n g e r t h a n t h a t o f t h e

m i n i m u m d u r a t i o n n a t u r a l E - p u l s e a r e s h o w n i n F i g u r e s 4 . 5 . 6 . 4 a n d

4 . 5 . 6 . 5 . E a c h r e q u i r e s a t o t a l o f 2 1 b a s i s f u n c t i o n s . T h e f i r s t o f

t h e s e f i g u r e s h a s E - p u l s e s o f d u r a t i o n c h o s e n t o b e T e = 1 . 8 L / c .

T h e s e w a v e f o r m s a r e s e e n t o b e v e r y o s c i l l a t o r y a n d a r e n o t a t a l l

s i m i l a r t o t h e n a t u r a l E - p u l s e s . T h e s e c o n d o f t h e s e f i g u r e s s h o w s
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F i g u r e 4 . 5 . 6 . 2 . N a t u r a l E - p u l s e s o f s e c o n d - s m a l l e s t d u r a t i o n
s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e a n d F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s
t o e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f t h i n c y l i n d e r .
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F i g u r e 4 . 5 . 6 . 3 . N a t u r a l D C E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d
u s i n g p u l s e a n d F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o e l i m i n a t e

f i r s t t e n m o d e s o f t h i n c y l i n d e r .
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F o r c e d E - p u l s e s o f d u r a t i o n T = 2 . 5 L / c s y n t h e s i z e d
. e .

u s i n g p u l s e a n d F o u r i e r c 0 5 1 n e b a S l S s e t s t o

e l i m i n a t e f i r s t t e n m o d e s o f t h i n c y l i n d e r .
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E - p u l s e s o f d u r a t i o n c h o s e n a s T e = 2 . 5 L / c . T h e s e w a v e f o r m s a r e m u c h

s m o o t h e r , a n d a r e a c t u a l l y q u i t e s i m i l a r t o t h e n a t u r a l E - p u l s e s o f

F i g u r e 4 . 5 . 6 . 2 . F i g u r e 4 . 5 . 6 . 6 d i s p l a y s f o r c e d D C E - p u l s e s o f

d u r a t i o n c h o s e n a s T e = 2 . 5 L / c . T h e s e E - p u l s e s r e q u i r e 2 2 b a s i s

f u n c t i o n s a n d a r e s e e n t o b e s o m e w h a t s i m i l a r t o t h e n a t u r a l D C E - p u l s e s

o f F i g u r e 4 . 5 . 6 . 3 . N o t e t h a t t h e y a l s o h a v e z e r o a r e a .

F i g u r e 4 . 5 . 6 . 7 s h o w s n a t u r a l s i n / c o s f i r s t m o d e e x c i t a t i o n

w a v e f o r m s o f m i n i m u m d u r a t i o n , e a c h r e q u i r i n g a t o t a l o f e i g h t e e n b a s i s

f u n c t i o n s . T h e d u r a t i o n o f t h e p u l s e f u n c t i o n w a v e f o r m i s c a l c u l a t e d

a s T e 8 1 . 8 3 6 6 L / c , w h i l e t h e F o u r i e r c o s i n e w a v e f o r m h a s a d u r a t i o n

f o u n d n u m e r i c a l l y t o b e T 8 = 1 . 8 3 7 8 L / c .

N a t u r a l s i n e a n d c o s i n e f i r s t m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s o f

m i n i m u m d u r a t i o n a r e d i s p l a y e d i n F i g u r e s 4 . 5 . 6 . 8 a n d 4 . 5 . 6 . 9 . E a c h

r e q u i r e s a t o t a l o f n i n e t e e n b a s i s f u n c t i o n s . T h e f i r s t o f t h e s e

f i g u r e s s h o w s t h e s i n e w a v e f o r m s , w i t h d u r a t i o n s T e = 1 . 9 3 8 6 L / c a n d

T e = 1 . 9 4 0 5 L / c f o r t h e p u l s e f u n c t i o n a n d F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s ,

r e s p e c t i v e l y . T h e s e c o n d f i g u r e s h o w s t h e c o s i n e w a v e f o r m s , w i t h

d u r a t i o n s T e = 1 . 9 3 8 6 L / c a n d T e = 1 . 9 4 4 0 L / c f o r t h e p u l s e a n d F o u r i e r

c o s i n e b a s i s s e t s , r e s p e c t i v e l y . N o t e t h a t e a c h w a v e f o r m r e s e m b l e s

q u i t e c l o s e l y a f u l l p e r i o d o f t h e f i r s t n a t u r a l m o d e o f t h e t a r g e t .

T h e s i n e w a v e f o r m s s e e m t o a p p r o x i m a t e a s i n e w a v e o f z e r o p h a s e , w h i l e

t h e c o s i n e w a v e f o r m s s e e m t o a p p r o x i m a t e a c o s i n e w a v e o f z e r o p h a s e .

F i g u r e 4 . 5 . 6 . 1 0 g i v e s n a t u r a l D C s i n e f i r s t m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s

o f m i n i m u m d u r a t i o n . E a c h r e q u i r e s a t o t a l o f t w e n t y b a s i s f u n c t i o n s .

T h e d u r a t i o n o f t h e p u l s e f u n c t i o n w a v e f o r m i s c a l c u l a t e d a s

T e = 2 . 0 4 0 7 L / c w h i l e t h e F o u r i e r c o s i n e w a v e f o r m i s f o u n d t o h a v e
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F i g u r e 4 . 5 . 6 . 6 . F o r c e d D C E - p u l s e s o f d u r a t i o n T e = 2 . 5 L / c s y n t h e s i z e d
u s i n g p u l s e a n d F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t s t o e l i m i n a t e
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N a t u r a l s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s o f
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d u r a t i o n T e = 2 . 0 4 8 4 L / c . E a c h o f t h e s e w a v e f o r m s i s a l s o v e r y s i m i l a r

t o a s i n e w a v e o f z e r o p h a s e . N o t e a l s o t h a t e a c h h a s z e r o a r e a .

F i g u r e s 4 . 5 . 6 . 1 1 a n d 4 . 5 . 6 . 1 2 s h o w n a t u r a l t h i r d m o d e e x c i t a t i o n

w a v e f o r m s o f m i n i m u m d u r a t i o n , r e q u i r i n g n i n e t e e n b a s i s f u n c t i o n s .

T h e f i r s t t w o e x c i t e a s i n e t h i r d m o d e a n d h a v e d u r a t i o n T e = 1 . 9 3 8 6 L / c

f o r t h e p u l s e b a s i s a n d T e = 1 . 9 3 6 5 f o r t h e F o u r i e r c o s i n e b a s i s . T h e

s e c o n d t w o e x c i t e a c o s i n e t h i r d m o d e a n d h a v e d u r a t i o n s o f

T e 8 1 . 9 3 8 6 L / c f o r t h e p u l s e b a s i s a n d T e = 1 . 9 4 5 3 L / c f o r t h e F o u r i e r

c o s i n e b a s i s . T h i s t i m e t h e w a v e f o r m s a p p e a r t o b e a p p r o x i m a t i n g

t h r e e o s c i l l a t i o n s o f t h e t h i r d m o d e .

F i g u r e 4 . 5 . 6 . 1 3 d i s p l a y s f O r c e d s i n e f i r s t m o d e e x c i t a t i o n

w a v e f o r m s o f d u r a t i o n c h o s e n a s T e = 2 . 5 L / c . E a c h a g a i n a p p r o x i m a t e s

o n e p e r i o d o f t h e f i r s t n a t u r a l m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r , a n d a r e

q u i t e s i m i l a r i n a p p e a r a n c e , a l t h o u g h n o t a s s i m i l a r a s t h e

c o r r e s p o n d i n g n a t u r a l w a v e f o r m s . F i g u r e 4 . 5 . 6 . 1 4 s h o w s f o r c e d t h i r d

m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s o f d u r a t i o n c h o s e n a s T 8 = 2 . 5 L / c . E a c h

a p p r o x i m a t e s t h r e e p e r i o d s o f t h e t h i r d n a t u r a l t a r g e t m o d e .

A s a f u r t h e r c o m p a r i s o n , t h e l a s t t h r e e f i g u r e s d i s p l a y f o r c e d

E - p u l s e s s y n t h e s i z e d u s i n g t h e p o l y n o m i a l b a s i s s e t o f s e c t i o n 4 . 5 . 1

t o e l i m i n a t e t h e f i r s t f i v e n a t u r a l m o d e s o f t h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t

( a n d t h u s r e q u i r e e l e v e n b a s i s f u n c t i o n s . ) F i g u r e 4 . 5 . 6 . 1 5 s h o w s a

f o r c e d p o l y n o m i a l E - p u l s e o f d u r a t i o n c h o s e n t o b e T e = 2 . 0 5 L / c ,

q u i t e c l o s e t o t h e d u r a t i o n s o f t h e n a t u r a l E - p u l s e s f o u n d u s i n g p u l s e

a n d F o u r i e r c o s i n e b a s i s f u n c t i o n s . I t i s s e e n t h a t t h e w a v e f o r m i s

v e r y s i m i l a r t o t h e n a t u r a l E - p u l s e w a v e f o r m s o f F i g u r e 4 . 5 . 6 . 1 .

F i g u r e 4 . 5 . 6 . 1 6 s h o w s a f o r c e d p o l y n o m i a l E - p u l s e o f d u r a t i o n c h o s e n
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a s T e = 2 . 5 L / c . T h i s t i m e t h e r e s u l t i n g w a v e f o r m i s q u i t e s i m i l a r t o

t h e f o r c e d E - p u l s e s o f F i g u r e 4 . 5 . 6 . 5 c a l c u l a t e d u s i n g p u l s e a n d F o u r i e r

c o s i n e f u n c t i o n s . L a s t l y , F i g u r e 4 . 5 . 6 . 1 7 g i v e s a f o r c e d p o l y n o m i a l

E - p u l s e o f d u r a t i o n c h o s e n t o b e T e 3 1 . 8 L / c . I t i s v e r y i n t e r e s t i n g

t o n o t e t h a t t h i s E - p u l s e i s n o t o s c i l l a t o r y a s w e r e t h e f o r c e d F o u r i e r

c o s i n e a n d p u l s e w a v e f o r m s o f i d e n t i c a l d u r a t i o n .

T h e s i m i l a r i t y b e t w e e n t h e w a v e f o r m s c o n s t r u c t e d u s i n g t h e

v a r i o u s b a s i s s e t s i s m o s t i n t r i g u i n g . E s p e c i a l l y f a s c i n a t i n g a r e t h e

n a t u r a l w a v e f o r m s w h i c h a l s o h a v e n e a r l y i d e n t i c a l d u r a t i o n s . T h i s

s e e m s t o s u g g e s t t h a t t h e r e m a y b e a n E - p u l s e u n i q u e t o a p a r t i c u l a r

t a r g e t . T h e p o s s i b i l i t y o f E - p u l s e u n i q u e n e s s w i l l b e c o n s i d e r e d i n

m o r e d e p t h i n c h a p t e r f i v e .

4 . 6 T h e P u l s e F u n c t i o n E - p u l s e

B e c a u s e o f i t s g r e a t s i m p l i c i t y a n d n o i s e a v e r a g i n g q u a l i t i e s

t h e r e c t a n g u l a r p u l s e b a s e d E - p u l s e w i l l b e u s e d e x t e n s i v e l y i n t h e

r e m a i n d e r o f t h i s t h e s i s . I t i s o f i n t e r e s t , t h e n , t o i n v e s t i g a t e t h e

p u l s e f u n c t i o n b a s e d E - p u l s e i n g r e a t e r d e p t h .

E q u a t i o n ( 4 . 5 . 4 . 1 6 ) d e m o n s t r a t e s t h a t t h e s p e c t r u m o f t h e p u l s e

f u n c t i o n E - p u l s e i s c o m p o s e d o f t h e p r o d u c t o f t h e s p e c t r u m o f a n

i n d i v i d u a l p u l s e m u l t i p l i e d b y a s u m o f e x p o n e n t i a l f a c t o r s . T h e

p r o p e r l i n e a r c o m b i n a t i o n o f t h e e x p o n e n t i a l f a c t o r s r e s u l t s i n t h e

E - p u l s e s p e c t r u m b e i n g z e r o a t t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s t o b e

e l i m i n a t e d . U n d e r m a n y c i r c u m s t a n c e s t h i s s i m p l e r e l a t i o n s h i p a l l o w s

a c l o s e d f o r m r e p r e s e n t a t i o n o f t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s a m . I t i s

a l s o p o s s i b l e t o c r e a t e a n e f f i c i e n t a l g o r i t h m t h a t , w h i l e n o t
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s p e c i f y i n g t h e m d i r e c t l y , w i l l c a l c u l a t e t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s

w i t h o u t i n v e r t i n g t h e E - p u l s e m a t r i x . E a c h o f t h e s e t e c h n i q u e s

p r o v i d e s t h e o p t i o n o f n e v e r k e e p i n g t h e E - p u l s e e n t r i e s i n c o m p u t e r

m e m o r y , t h u s e l i m i n a t i n g r e s t r i c t i o n s o n s t o r a g e .

T h e r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n E - p u l s e a n d t h e d e l t a f u n c t i o n

E - p u l s e a l s o p r o v i d e a s i m p l e m e a n s f o r i n v e s t i g a t i n g t h e u s e o f f r e e

p a r a m e t e r s o t h e r t h a n t h e p u l s e f u n c t i o n a m p l i t u d e s . I t i s p o s s i b l e

t o u s e n o n - u n i f o r m p u l s e f u n c t i o n w i d t h s a s t h e p a r a m e t e r s t o b e

a d j u s t e d t o s a t i s f y t h e E - p u l s e e q u a t i o n s . T h e r e s u l t i n g s e t o f

s i m u l t a n e o u s n o n l i n e a r e q u a t i o n s w i l l b e s o l v e d a n d t h e E - p u l s e w i l l

b e p l a c e d i n p e r s p e c t i v e w i t h r e s p e c t t o t h e p r e v i o u s e x a m p l e s .

4 . 6 . 1 E x p a n s i o n C o e f f i c i e n t C a l c u l a t i o n

T h e t r a n s m i t d o m a i n d e f i n i t i o n o f t h e E - p u l s e r e q u i r e s t h e

E - p u l s e s p e c t r u m t o b e z e r o a t t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s t o b e

e l i m i n a t e d . F o r t h e p u l s e f u n c t i o n b a s e d E — p u l s e , e q u a t i o n ( 4 . 5 . 4 . 1 6 )

c a n b e s u b s t i t u t e d i n t o ( 4 . 2 . 1 ) a n d ( 4 . 2 . 2 ) t o p r o v i d e t h e r e q u i r e m e n t s

5 A M - s m A
F 1 ( s ) e n X a e n = 0 1 < n < N ( 4 . 6 . 1 . 1 )

n m _ _

m = 1

* M *

F 1 ( s § ) e s n A Z a m e S n m A = o l fi fi i N ( 4 . 6 . 1 . 2 )
m = 1

A s s u m i n g t h a t F 1 ( s n ) # 0 a n d F 1 ( s ; ) # 0 t h e s e e q u a t i o n s c a n b e w r i t t e n m o r e

s i m p l y a s

a m e ‘ s n ‘ “ A = o l i p i N ( 4 . 6 . 1 . 3 )

«
M
K

m
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- s m A
2 a m e n = 0 l i p i N ( 4 . 6 . 1 . 4 )

w h i c h c a n b e r e p r e s e n t e d i n m a t r i x f o r m a s a s i m p l i f i c a t i o n o f

e q u a t i o n ( 4 . 4 . 3 . 4 ) . D e f i n i n g

z = e ‘ s n A ( 4 . 6 . 1 . 5 )
n

*

z : = e 5 8 A ( 4 . 6 . 1 . 6 )

a l l o w s e q u a t i o n s ( 4 . 6 . 1 . 3 ) a n d ( 4 . 6 . 1 . 4 ) t o b e w r i t t e n a s

M
Z a z m = 0 1 < n < N ( 4 . 6 . 1 . 7 )
I n n - —

m = 1

M

m £ 1 6 m ( z ; ) m = 0 1 : 6 5 8 ( 4 . 6 . 1 . 8 )

N o w , s i n c e z n # 0 a n d z : # 0 , o n e p o w e r o f z a n d 2 * c a n b e d i v i d e d o u t

t o g i v e

M — l m
2 a m + l z n = 0 1 5 6 5 8 ( 4 . 6 . 1 . 9 )
m = 0

M - l m
* =m a n m fl u n ) 0 I E P E N ( 4 . 6 . 1 . 1 0 )

A n a l y s i s o f t h e s e t w o e q u a t i o n s p r o c e e d s a l o n g s l i g h t l y

d i f f e r e n t l i n e s f o r t h e n a t u r a l E - p u l s e a n d t h e g e n e r a l i z e d f o r c e d

E - p u l s e . T h u s , t h e t w o c a s e s w i l l b e c o n s i d e r e d s e p a r a t e l y .
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I . N a t u r a l E — p u l s e

 

F o r a n a t u r a l E - p u l s e ( w h i c h w i l l b e g e n e r a l i z e d t o a n a t u r a l

s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m l a t e r ) t h e n u m b e r o f b a s i s f u n c t i o n s

r e q u i r e d i n t h e e x p a n s i o n i s M = 2 N . T h u s , e q u a t i o n s ( 4 . 6 . 1 . 9 ) a n d

( 4 . 6 . 1 . 1 0 ) b e c o m e

2 N - 1 m

a m + l z n = 0 l i n i N

m - O

2 N - 1 m

2 a m + 1 ( z ; ) = 0 l i p i N
m = 0

W r i t i n g t h e s e i n m a t r i x f o r m r e s u l t s i n

   
o r

2 . . . 2 N ' 11 2 1 2 1 2 1 9 1

— 1
1 z ? z f z ° ° ° * Z N a 2

2 . . . 2 N - 1
1 2 2 2 2 2 2

* * 2 * Z N - l
1 z N z N Z N J a 2 N    

( 4 . 6 . 1 . 1 1 )

( 4 . 6 . 1 . 1 2 )

( 4 . 6 . 1 . 1 3 )

( 4 . 6 . 1 . 1 4 )

N o t e t h a t t h e r o w s h a v e b e e n a r r a n g e d i n a s l i g h t l y d i f f e r e n t m a n n e r

t h a n i n e q u a t i o n ( 4 . 4 . 3 . 4 ) . T h i s i s m e r e l y t o p r o v i d e a m o r e

c o n v e n i e n t n o t a t i o n .

S i n c e e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 1 4 ) r e p r e s e n t s a s e t o f 2 N h o m o g e n e o u s
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l i n e a r e q u a t i o n s i n t h e 2 N u n k n o w n e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s a , a

s o l u t i o n i s p o s s i b l e o n l y i f t h e m a t r i x i s s i n g u l a r . T h i s r e q u i r e s

II Cd e t ( A ) ( 4 . 6 . 1 . 1 5 )

C l o s e i n s p e c t i o n o f t h e m a t r i x K r e v e a l s t h a t i t s d e t e r m i n a n t i s o n e

o f a s p e c i a l g r o u p o f d e t e r m i n a n t s c a l l e d " a l t e r n a n t s " ( d e t e r m i n a n t s

g e n e r a t e d f r o m a l t e r n a t i n g f u n c t i o n s . ) I t i s f a i r l y c o m m o n i n

m a t h e m a t i c s a n d i s s o m e t i m e s r e f e r r e d t o a s t h e V a n d e r m o n d e

l

d e t e r m i n a n t [ 2 4 ] . I t s v a l u e i s g i v e n t h e n o t a t i o n C 1 a n d c a n b e

e x p r e s s e d a s t h e d i f f e r e n c e p r o d u c t [ 2 4 ]

d e t ( X ' ) = C % ( z l , z * , . . . , z , z * )
N N

( 4 . 6 . 1 . 1 6 )

= H ( w , - W 1 )

l i i < j 1 2 N

w i t h t h e m a t r i x e n t r i e s o r d e r e d a s

w 2 k - 1 = z k
( 4 . 6 . 1 . 1 7 )

= *

W z k z k

A s i m p l e 4 x 4 e x a m p l e m a y c l a r i f y t h i s n o t a t i o n
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2 31 W 1 W 1 W 1

2 31 W 2 W 2 W 2 5 5

2 3 = C ( W 1 , W Z , W 3 , W L + )

1 W 3 W 3 W 3

2 31 W u W “ W k

= ( W m - W 3 ) ( W u - W 2 ) ( W u - W 1 ) ( W 3 - W 2 ) ( W 3 - W 1 ) ( W Z - W l ) ( 4 . 6 . 1 . 1 8 )

I t i s a p p a r e n t f r o m e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 1 6 ) a n d t h e a b o v e e x a m p l e

t h a t t h e m a t r i x X w i l l b e s i n g u l a r i f a n d o n l y i f ( W i - W J ) = 0 f o r

s o m e i a n d j . E a c h o f f o u r p o s s i b l e c o m b i n a t i o n s c a n b e e x a m i n e d

q u i t e e a s i l y . C o n s i d e r f i r s t t h e p o s s i b i l i t y ( z n - z m ) = 0 , m # n .

T h i s b n p l i e s

e - O m A ( c o s m A - j s i n w A ] = e _ O n A ( c o s w A - j s i n w A ) ( 4 . 6 . 1 . 1 9 )
m m n _ n

O r , e q u a t i n g r e a l a n d i m a g i n a r y p a r t s

- 0 A - o A
e m c o s m m A = e n c o s w n A

( 4 . 6 . 1 . 2 0 )

- o A , - o A
e m S i n w m A = e n s i n w n A

O b v i o u s l y b o t h e q u a t i o n s c a n n o t h o l d s i m u l t a n e o u s l y f o r a r b i t r a r y

o , o , w , a n d w . T h u s
n m n m

z - z n # 0 m f n ( 4 . 6 . 1 . 2 1 )
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S i m i l a r r e a s o n i n g r e s u l t s i n

2 * - z # 0 m ¢ n
m n

( 4 . 6 . 1 . 2 2 )

z - 2 * # 0 m ¥ n
m n

N o w c o n s i d e r ( z m - 2 ; ) = 0 . T h i s i m p l i e s

e - O m A c o s w A = e - O m A c o s m A
m m

( 4 . 6 . 1 . 2 3 )

- e - O m A s i n w A = e - O m A s i n m A
m m

w h i c h a r e s a t i s f i e d i f a n d o n l y i f

A a E l p = 1 , 2 , 3 , . . . 1 : 6 1 : 1 1 ( 4 . 6 . 1 . 2 4 )
m

N o t e t h a t t h i s i m p l i e s t h a t t h e s m a l l e s t p o s s i b l e d u r a t i o n o f t h e

n a t u r a l p u l s e f u n c t i o n E - p u l s e i s

T = Z N L ( 4 . 6 . 1 . 2 5 )

w h e r e w h i s t h e l a r g e s t n a t u r a l f r e q u e n c y ( i m a g i n a r y p a r t ) t o b e

e l i m i n a t e d .

W i t h A g i v e n b y ( 4 . 6 . 1 . 2 4 ) t h e m a t r i x 2 b e c o m e s s i n g u l a r .

T h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s c a n b e s o l v e d f o r b y l e t t i n g a Z N = 1 a n d

e l i m i n a t i n g t h e e q u a t i o n i n v o l v i n g W 2 k w h e r e
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= ' S fi Ao r w 2 k e ( 4 . 6 . 1 . 2 6 )D II

.8
[3

B r i n g i n g t h e l a s t c o l u m n o f e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 1 3 ) t o t h e r i g h t h a n d

s i d e r e s u l t s i n t h e r e d u c e d m a t r i x e q u a t i o n

      

f ‘ r W V2 . . . 2 N - 2 2 N - 1 I
1 W 1 W 1 W 1 ( 1 1 W 1

2 N — 2 2 N - 1
2 . . .1 W 2 N Z W Z 0 . 2 w z

2 . . . 2 N - 2 Z N - l

1 W Z k - l w 2 k - 1 k a - l ; = - w 2 k - 1 ( 4 . 6 . 1 . 2 7 )
2 . . . 2 N - 2 . 2 N — 1

l w 2 k + 1 w 2 k + 1 w 2 k + 1 w 2 k + 1

2 . . . V 2 N - 2 2 N - 1
\ 1 W Z N w 2 N ” 2 N I k “ Z N - 1 I . s z

T h i s e q u a t i o n i s n o w i n a f o r m w h i c h c a n b e s o l v e d u s i n g s t a n d a r d

m a t r i x t e c h n i q u e s . H o w e v e r , i t i s a l s o i n a f o r m c o n d u c i v e t o s o l u t i o n

u s i n g C r a m e r ' s r u l e a n d a s p e c i a l t h e o r e m f r o m a l t e r n a n t s .

C r a m e r ' s r u l e i s u s u a l l y n o t e m p l o y e d t o s o l v e l a r g e s y s t e m s o f

e q u a t i o n s d u e t o t h e t r e m e n d o u s n u m b e r o f a r i t h m e t i c o p e r a t i o n s

r e q u i r e d t o c a l c u l a t e t h e d e t e r m i n a n t r a t i o s ( a s c o m p a r e d t o G a u s s i a n

e l i m i n a t i o n , o r s i m i l a r m e t h o d s . ) I n t h e c a s e o f e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 2 7 ) ,

t h o u g h , t h e d e t e r m i n a n t r a t i o s t a k e a s p e c i a l f o r m w h i c h c a n b e

c a l c u l a t e d q u i t e q u i c k l y u s i n g t h e f o l l o w i n g i d e n t i t y f r o m t h e t h e o r y

o f a l t e r n a n t s [ 2 5 ]



1 0 0

  
 

2 . . . - 1 1 + 1 . . . n
1 a 1 a 1 a 1 a 1 a 1

- 1 i + 1 n
1 2 . . . 1 . 0 .a 2 a 2 a 2 a 2 a 2

2 0 . . l _ 1 1 + 1 . 0 . n1 a 3 a 3 3 3 a 3 a 3

2 . . . 1 - 1 i + 1 . . . n
1 a n a n a n a n a n

5 = P n - i ( 4 . 6 . 1 . 2 8 )

C ( 8 1 , 8 2 , 0 0 . a n )

w h e r e P n - i i s t h e s u m o f t h e p r o d u c t s n - i a t a t i m e , w i t h o u t

r e p i t i t i o n s , o f t h e q u a n t i t i e s a 1 , . . . , a n . F o r e x a m p l e

4 _ 2 = a l a z + a 1 a 3 + a l a u + a 2 a 3 + a z a u + a 3 a u ( 4 . 6 . 1 . 2 9 )

T h u s , P n - i i s t h e r a t i o o f t h e d i f f e r e n c e p r o d u c t w i t h t h e i ' t h p o w e r

o m i t t e d t o t h e o r i g i n a l d i f f e r e n c e p r o d u c t .

A p p l i c a t i o n o f C r a m e r ' s r u l e t o ( 4 . 6 . 1 . 2 7 ) r e s u l t s i n t h e

s o l u t i o n f o r t h e n ' t h e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t . T h i s i s a c c o m p l i s h e d b y

r e p l a c i n g t h e n ' t h c o l u m n o f t h e m a t r i x w i t h t h e c o l u m n v e c t o r o n t h e

r i g h t h a n d s i d e , a n d t a k i n g t h e r a t i o o f t h e d e t e r m i n a n t o f t h e

r e s u l t i n g m a t r i x t o t h e d e t e r m i n a n t o f t h e o r i g i n a l . T h u s
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n - 2 2 N - 1 n 2 N - 2
1 W 2 ° ' W 2 W 2 W 2 ° " W 2

a n = - a ( 4 . 6 . 1 . 3 0 )

2 N - 2
1 W 1 ° - - W 1

1 w . . . W Z N - Z
2 2

  
w i t h t h e m i n u s s i g n b e i n g c a r r i e d o v e r f r o m t h e r i g h t h a n d s i d e v e c t o r .

N o w , t h e r i g h t h a n d s i d e v e c t o r c a n b e m o v e d t h r o u g h t h e m a t r i x s o t h a t

i t f i n a l l y r e s i d e s i n t h e l a s t c o l u m n o f t h e m a t r i x b y r e p e a t e d l y

s w a p p i n g i t w i t h t h e c o l u m n t o i t s r i g h t . H o w e v e r , t h e t h e o r y o f

d e t e r m i n a n t s r e q u i r e s t h e s i g n o f t h e d e t e r m i n a n t t o c h a n g e w h e n e v e r

t w o c o l u m n s a r e i n t e r c h a n g e d . T h u s , ( 4 . 6 . 1 . 3 0 ) c a n a l s o b e w r i t t e n a s

  
 

n - Z n 2 N - 1
1 W 1 ° ° W 1 W 1 ° ° ° W 1

n - 2 n 2 N - 1
1 W 2 . 0 0 w z W 2 . 0 0 W Z

no n = ( - 1 ) _ _ , ( 4 . 6 . 1 . 3 1 )

2 N - 2
1 W 1 " ' W 1

1 w . . . s z - z
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T h i s i s e x a c t l y t h e f o r m n e e d e d t o e m p l o y e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 2 8 ) . T h u s ,

t h e n ' t h e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t c a n b e w r i t t e n e x p l i c i t l y a s

a n = ( - 1 ) n p ( 4 . 6 . 1 . 3 2 )
( 2 N - 1 ) - ( n - 1 )

Ww h e r e P i n v o l v e s t h e f a c t o r s W 1 , W 2 , , W 2 k _ 1 , W 2 k + 1 , . . . , 2 N °

I t i s n o t o b v i o u s a t f i r s t t h a t t h e s u m o f p r o d u c t s o f t h e c o m p l e x

f a c t o r s W w i l l r e s u l t i n a r e a l v a l u e ( a s t h e p u l s e a m p l i t u d e s m u s t

s u r e l y b e ) , b u t g r o u p i n g t e r m s i n c o m p l e x c o n j u g a t e p a i r s s o o n m a k e s

t h i s a p p a r e n t .

B e s i d e s p r o v i d i n g a n e x p l i c i t f o r m u l a f o r t h e e x p a n s i o n

c o e f f i c i e n t s , e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 3 2 ) r e p r e s e n t s s e v e r a l i m p r o v e m e n t s o v e r

s o l v i n g ( 4 . 6 . 1 . 2 7 ) u s i n g s t a n d a r d m a t r i x m e t h o d s . F i r s t , i t e l i m i n a t e s

t h e n e c e s s i t y o f h a v i n g a l a r g e n u m b e r o f m a t r i x e l e m e n t s i n c o m p u t e r

m e m o r y s i m u l t a n e o u s l y , a s r e q u i r e d w i t h G a u s s i a n e l i m i n a t i o n . S e c o n d ,

o n l y t h e 2 N c o m p l e x f a c t o r s W 1 , . . . , W 2 N n e e d b e c a l c u l a t e d a s o p p o s e d

t o t h e N 2 m a t r i x e l e m e n t s . L a s t l y , e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 3 2 ) e l i m i n a t e s t h e

e r r o r a c c u m u l a t e d d u r i n g G a u s s i a n e l i m i n a t i o n d u e t o r e p e a t e d r o w

o p e r a t i o n s .

A s i m p l e t w o m o d e E — p u l s e e x a m p l e s h o u l d c l a r i f y t h e u s e o f

e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 3 1 ) . F o r t h e c a s e o f t w o m o d e s ( 4 . 6 . 1 . 1 4 ) b e c o m e s

      

f 1 w w 2 w 3 1 f a 1 f 0 1
1 1 1 1

2 31 W 2 w 2 w 2 0 . 2 _ 0
2 3 - ( 4 . 6 . 1 . 3 3 )
W W

1 w 3 3 3 a 3 0
1 W W 2 W 3 a

k 1 + L “ L } J \ l + J 1 k 0 J



w h e r e

N o w , c h o o s e

w h i c h c o r r e s p o n d s t o t h e s m a l l e s t d u r a t i o n i f m 2 > m 1 .

1 0 3

- A - A
2 1 = e 8 1 W 3 = 2 2 = e 8 2

( 4 . 6 . 1 . 3 4 )
- * _ *

z ? = e S 1 A W u = z ; = e 8 2 A

t h e E - p u l s e d u r a t i o n u s i n g ( 4 . 6 . 1 . 2 4 ) a s

( 4 . 6 . 1 . 3 5 )

R e d u c t i o n o f

t h e m a t r i x y i e l d s

 

w i t h o n s e t e q u a l t o

 

2 3W 1 W 1 a 1 W 1

2 = - 3

2 3
W 3 W 3 L ( 1 3 J \ W 3 J    

1 . A p p l y i n g ( 4 . 6 . 1 . 3 2 ) r e s u l t s i n

a — = . . = — *a 1 P 3 - O W 1 W 2 W 3 2 1 2 1 2 2

- += e ( 2 ‘ 7 1 0 2 ” ( 4 . 6 . 1 . 3 7 )

0 2 - P 3 _ 1 = W 1 W 2 + W 1 W 3 + W 2 W 3 = 2 1 2 ? + 2 2 ( Z l + z f )

= e - 0 1 A [ e - O I A
- Z e - O z A c o s m l A ) ( 4 . 6 . 1 . 3 8 )
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G 3 = - P " ( W 1 ‘ 1 ' W Z + 1 3 1 3 ) = ' 2 2 " ( 2 1 + Z f )
3 - 2

- O z A- 2 e ‘ 0 1 A c o s w l a + e ( 4 . 6 . 1 . 3 9 )

I n p a r t i c u l a r , i f t h e f i r s t t w o n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t h i n

w i r e t a r g e t a r e u s e d ( a s g i v e n i n F i g u r e 5 . 2 . 1 ) , t h e e x p a n s i o n

c o e f f i c i e n t s b e c o m e

0 1 = 1 . 6 0 2 0 2 = 1 . 1 7 0
( 4 . 6 . 1 . 4 0 )

a 3 = 1 . 1 0 4 a , = 1

w i t h t h e E - p u l s e d u r a t i o n

= 2 . 0 9 2

n
l
r
‘

( 4 . 6 . 1 . 4 1 )

I t i s i m p o r t a n t t o r e m e m b e r t h a t t h i s a n a l y s i s d o e s n o t d e p e n d u p o n

t h e i n d i v i d u a l p u l s e s h a p e s . T h u s , t h e r e s u l t s g i v e n b y ( 4 . 6 . 1 . 4 0 )

c o u l d r e p r e s e n t t h e a m p l i t u d e s o f t r i a n g l e p u l s e s , d e l t a f u n c t i o n s ,

o r p u l s e s o f a n y d e s i r e d s h a p e .

I t i s i n t e r e s t i n g t h a t , i n p a r t i c u l a r , 0 1 a n d a a r e e a s i l y
2 N - 1

g e n e r a l i z e d f o r a n N m o d e E - p u l s e

- o A N
- ( - 1 ) p e k n ( 2 . 2 6 )

i = 1 1 1
i a ‘ k

“ 1 = ' P 2 N - 1

N

i = 1
- ( - 1 ) p e ( 4 . 6 . 1 . 4 2 )
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a n d

N
- ( - 1 ) p e ' O k A - E ( 2 1 + 2 : )“ 2 N — 1 = ’ P 1 = ,

1

i # k

- o A N - o ' A= ( - 1 ) p e k - 2 2 e 1 c o s w i A ( 4 . 6 . 1 . 4 3 )
i = 1

- _ _ P ‘ O k A .w h e r e A - p w / w k , p - 1 , 2 , . . . , a n d W Z k - l - ( - 1 ) e . T h u s , t h e f i r s t

a n d l a s t a m p l i t u d e s ( a 2 p r e v i o u s l y a s s u m e d a s 1 ) o f t h e m i n i m u m
N

d u r a t i o n n a t u r a l E - p u l s e ( p = 1 ) a l w a y s h a v e t h e s a m e s i g n . W i t h o u t

k n o w i n g t h e s p e c i f i c v a l u e s o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s t o b e e l i m i n a t e d

i t i s i m p o s s i b l e t o t e l l t h e s i g n o f a I t i s a l s o q u i t e d i f f i c u l t
2 N - 1 '

t o w r i t e o u t t h e a l g e b r a i c e x p r e s s i o n f o r a n a r b i t r a r y a w h e n N i s

l a r g e . F o r e x a m p l e , t h e s i m p l e s t r e m a i n g e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t t o

r e p r e s e n t i s 0 2 . B y g r o u p i n g t e r m s p r o p e r l y t h i s c a n b e w r i t t e n a s

1 % N I N0 2 = W _ ( z . + z # ) H 2 . 2 ? + H 2 . 2 ?2 k 1 i = 1 1 1 3 : 1 J J j = 1 J J

i # k j ¢ 1 j # k

j # k
( 4 . 6 . 1 . 4 4 )

N N

( ‘ ( - - 1 ) p e + U k A H e 2 0 3 A ) ( ( - 1 ) p e G k A - 2 Z e o l A c o s w i A ]
j = 1 1 : 1

T h i s l a t t e r f o r m i s t h e r e s u l t o f q u i t e a b i t o f m a n i p u l a t i o n a n d i s

s e e n t o b e t h e p r o d u c t o f t w o t e r m s . T h e f i r s t i s m e r e l y 0 1 w h i l e t h e

s e c o n d i s “ Z N - 1 w i t h o + - o .

E x t e n d i n g t h e a n a l y s i s t o t h e c a s e o f s i n / c o s s i n g l e m o d e
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e x c i t a t i o n i s s t r a i g h t f o r w a r d . T h e f a c t o r s c o r r e s p o n d i n g t o t h e m o d e

t o b e e x c i t e d m u s t b e l e f t o u t o f P . T h u s , t h e E - m - p u l s e e x p a n s i o n

c o e f f i c i e n t s a r e g i v e n b y

_ _ no n - ( 1 ) 9 ( 2 N _ 3 ) _ ( n _ 1 ) ( 4 . 6 . 1 . 4 5 )

w h e r e P i n v o l v e s W 1 , . . . , w 2 k - 1 ’ W 2 k + 1 , . . . , W 2 N b u t n o t W 2 m o r

W 2 m - l ' N o t e t h a t i n A = p I I / w k t h e c a s e k = m i s n o t a l l o w e d .

I t i s a l s o p o s s i b l e t o e x t e n d t h i s a n a l y s i s t o t h e D C E - p u l s e .

A D C E - p u l s e r e q u i r e s o n e a d d i t i o n a l e q u a t i o n t o s a t i s f y ( 4 . 4 . 5 . 6 ) .

U s i n g e q u a t i o n ( 4 . 5 . 4 . 1 6 ) r e s u l t s i n

2 N
Z a = 0 ( 4 . 6 . 1 . 4 6 )
m

m = 0

w h e r e o n e a d d i t i o n a l b a s i s f u n c t i o n h a s b e e n a d d e d t o a c c o m m o d a t e t h e

a d d i t i o n a l c o n s t r a i n t . W i t h t h i s , e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 1 3 ) b e c o m e s

      

I 1 Z 1 2 % ° - - s z 1 f 9 1 1 I 0 W

1 z ? z f z - - - z f 2 N a 2 0

1 Z 2 2 % - - ° Z E N . .

. . . . z = : ( 4 . 6 . 1 . 4 7 )

1 z § z § 2 ° ° ° z § 2 N G Z N

\ l 1 1 . . . 1 I . a 2 N + 1 J K 0 J

U s i n g ( 4 . 6 . 1 . 1 6 ) t h e w i d t h s o f t h e p u l s e f u n c t i o n s a r e s e e n t o b e
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u n a l t e r e d f r o m t h o s e o f t h e n o n - D C E - p u l s e

A = ~ E l p = 1 , 2 , 3 , . . . l i m fi N ( 4 . 6 . 1 . 4 8 )
m m

b u t d u e t o t h e e x t r a b a s i s f u n c t i o n t h e d u r a t i o n o f t h e E - p u l s e i s

s l i g h t l y l a r g e r . T h e p u l s e f u n c t i o n a m p l i t u d e s c a n t h e n b e f o u n d a s

_ _ n + 1
a n - ( 1 ) P Z N - ( n - l ) ( 4 . 6 . 1 . 4 9 )

w h e r e P i n v o l v e s t h e f a c t o r s W W
1 ’ 2 ’ ' ° ° ’ w 2 k - 1 ’ w 2 k + 1 ’ ° ° ° ’ 2 N ’

I I . F o r c e d E - p u l s e

I t i s a l s o p o s s i b l e t o d e r i v e a r e l a t i o n s h i p a n a l o g o u s t o

( 4 . 6 . 1 . 3 2 ) f o r t h e f o r c e d E - p u l s e . F o r t h e d e r i v a t i o n t o w o r k ,

h o w e v e r , t h i s E - p u l s e m u s t h a v e a f o r c i n g c o m p o n e n t c o n s i s t i n g o f o n e

i d e n t i c a l p u l s e b a s i s f u n c t i o n . T h i s a l l o w s e q u a t i o n s ( 4 . 6 . 1 . 9 ) a n d

( 4 . 6 . 1 . 1 0 ) t o b e w r i t t e n a s

2 N
mI a m + l z n - 0 1 E P E N ( 4 . 6 . 1 . 5 0 )

m = 0

2 N m
2 a ( 2 * ) = 0 1 < n < N ( 4 . 6 . 1 . 5 1 )
m = 0 m + 1 n - - —

w h e r e o n e m o r e b a s i s f u n c t i o n h a s b e e n u s e d t h a n i n t h e n a t u r a l

E - p u l s e d e v e l o p m e n t . I n m a t r i x f o r m t h e s e e q u a t i o n s b e c o m e



1 0 8

r 1 r r

1 2 1 z ? - - - z i N 9 1 1 0 1

1 z ? z f z ° ° ° z f 2 N 0 2 0

2 . . . 2 N1 2 2 ‘ 2 2 2 2 . .

: a : ( 4 . 6 . 1 . 5 2 )

      I N N N I . O ‘ 2 N + 1 I k I

S i n c e t h e r e i s o n e m o r e f r e e p a r a m e t e r t h a n t h e r e a r e e q u a t i o n s , t h i s

m a t r i x e q u a t i o n h a s n o u n i q u e s o l u t i o n . I t i s n e c e s s a r y t o s p e c i f y

o n e o f t h e p a r a m e t e r s a n d s o l v e t h e r e s u l t i n g i n h o m o g e n e o u s s y s t e m o f

e q u a t i o n s . L e t t i n g a = 1 a n d m o v i n g t h e l a s t c o l u m n t o t h e r i g h t
2 N + 1

h a n d s i d e r e s u l t s i n

      

2 N - 1 1 ' ‘ ' 2 N ‘
1 W 1 ° ° W 1 a 1 W 1

5 E E 3 = - f ( 4 . 6 . 1 . 5 3 )

2 N - 1
2 N

1 w - - - w a w
\ 2 N 2 N I . 2 N I ( 2 N I

w h e r e W 1 , . . . , W 2 N a r e g i v e n i n ( 4 . 6 . 1 . 1 7 ) . A g a i n u s i n g s u c c e s s i v e

a p p l i c a t i o n s o f C r a m e r ' s r u l e a n d e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 2 8 ) y i e l d s t h e

s o l u t i o n f o r t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s a s

a 3 ( - 1 ) P _ ( 4 . 6 . 1 . 5 4 )

w h e r e P i n v o l v e s a l l t h e f a c t o r s W 1 , . . . , W 2 N °



1 0 9

A s i m p l e e x a m p l e i n v o l v i n g a t w o m o d e E - p u l s e d e m o n s t r a t e s t h e

e a s e o f u s i n g e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 5 4 ) . L e t t i n g W , W b e d e f i n e d a s
1 ’ 4

i n ( 4 . 6 . 1 . 3 4 ) t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s b e c o m e

I

'
U“ 1 - = W 1 W 2 W 3 W u = ( 2 1 2 1 ) ( 2 2 2 3 )4 - 0

= . . _ . ‘ ? - ( ° 1 + ° 2 ) A ( 4 . 6 . 1 . 5 5 )

I I I ' 6 l0 2 4 _ 1 - - ( w 1 w 2 w 3 + w l w z w , + w 1 w 3 w 1 + + w 2 w 3 w u )

= - ( z l z ? ) ( 2 2 + z § ) - ( 2 2 2 2 ) ( z l + 2 1 ) ( 4 . 6 . 1 . 5 6 )

= - 2 e - ( 0 1 + 0 2 ) A [ e - 0 1 A c o s m 2 A + e - O Z A c o s m l A )

a 3 = P 4 _ 2 = W I W Z + W 1 W 3 + W I W g + W 2 W 3 + W 2 W q + W 3 W Q

( z l + z f ) ( z z + z § ) + ( z l + z ¥ ) + ( 2 2 + z g ) ( 4 . 6 . 1 . 5 7 )

= 4 8 - ( 0 1 + 0 2 ) A C I A
c o s m l A c o s m z A + 2 e - c o s z A +

- o A
+ 2 e 2 c o s s z

a “ = - P = - ( W 1 + W 2 + W 3 + W “ ) = - ( z l + z f ) - ( 2 2 + z g )

- Z e — 0 1 A c o s w 1 A - 2 e - 0 2 A c o s m 2 A ( 4 . 6 . 1 . 5 8 )

w h e r e a s h a s b e e n s e t e q u a l t o 1 . N o t e t h a t A h a s n o t b e e n s p e c i f i e d

i n t h e s e e q u a t i o n s . A n y E - p u l s e d u r a t i o n t h a t d o e s n o t f o r c e t h e

m a t r i x i n ( 4 . 6 . 1 . 5 3 ) t o b e s i n g u l a r c a n b e u s e d , a n d t h u s t h e E — p u l s e





1 1 0

c a n b e m a d e a s s h o r t a s d e s i r e d . T h i s w a s n o t t h e c a s e w i t h t h e n a t u r a l

p u l s e f u n c t i o n E — p u l s e , w h i c h h a d a m i n i m u m d u r a t i o n g i v e n b y

( 4 . 6 . 1 . 2 5 ) .

I n p a r t i c u l a r , 9 1 a n d 0 2 N c a n b e g e n e r a l i z e d a s

N
3 = *

“ 1 P 2 N . H ( 2 1 2 1 )
1 = 1

N

= n e ‘ z c ’ i A ( 4 . 6 . 1 . 5 9 )
i = 1

a n d

N
= - 3 - ' k

O ‘ 2 N P 2 N - ( 2 N - 1 ) i = l ( z i + z i )

N - o - A
= - 2 2 e 1 c o s m i A ( 4 . 6 . 1 . 6 0 )

i = 1

T h u s , t h e f i r s t a n d l a s t p u l s e a m p l i t u d e s ( a Z N + 1 p r e v i o u s l y s e t e q u a l

‘ m o o n e ) a l w a y s h a v e t h e s a m e s i g n , e x a c t l y a s w i t h t h e n a t u r a l E - p u l s e

o f m i n i m u m d u r a t i o n .

E x t e n d i n g t h i s a n a l y s i s f o r t h e c a s e o f s i n / c o s s i n g l e m o d e

e x c i t a t i o n i s q u i t e e a s y . I t r e q u i r e s o n l y t h a t t h e f a c t o r s

c o r r e s p o n d i n g t o t h e m o d e t o b e e x c i t e d b e l e f t o u t o f P . T h u s , t h e

e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s o f t h e s i n / c o s E - m — p u l s e a r e g i v e n b y

a = ( - 1 ) “ ‘ 1 p ( 4 . 6 . 1 . 6 1 )
n 2 N - 2 - ( n - 1 )

b u t n o t W o rw h e r e P i n v o l v e s W 1 , . . . , W 2 N 2 m
w 2 m - 1 '
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T h e f o r c e d D C E - p u l s e i s a l s o q u i t e s i m p l e t o a n a l y z e . T h e

a m p l i t u d e s a r e g i v e n b y

( 4 . 6 . 1 . 6 2 )
_ _ n

“ n ’ ( 1 ) P 2 N + 1 - ( n - 1 )

w h e r e P i n v o l v e s W 1 .1 , . . . , W Z N ’

E q u a t i o n s ( 4 . 6 . 1 . 3 2 ) a n d ( 4 . 6 . 1 . 5 4 ) h a v e p r o v i d e d e x p l i c i t

f o r m u l a s f o r c a l c u l a t i n g t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s o f a n a t u r a l a n d

a f o r c e d p u l s e f u n c t i o n b a s e d E - p u l s e . H o w e v e r , t h e i r u s e f u l n e s s i n

a c t u a l l y c o m p u t i n g t h e c o e f f i c i e n t s h a s o n l y b e e n d e m o n s t r a t e d f o r

a s m a l l n u m b e r o f m o d e s ( n a m e l y , t w o . ) T h e q u e s t i o n r e m a i n s a s t o

w h e t h e r t h e s e s i m p l e r e p r e s e n t a t i o n s a r e f e a s i b l e w h e n t h e n u m b e r o f

m o d e s t o b e e l i m i n a t e d i s l a r g e .

T h e i m p o r t a n t p a r a m e t e r t o c a l c u l a t e i n r e f e r e n c e t o c o m p u t e r

c o m p u t a t i o n i s t h e n u m b e r o f m u l t i p l i c a t i o n s r e q u i r e d t o f i n d

a l , . . . , a Z N ' I f t h i s n u m b e r i s e x c e s s i v e l y l a r g e i n c o m p a r i s o n t o

s t a n d a r d m a t r i x s o l v i n g r o u t i n e s t h e n i t d o e s n o t r e p r e s e n t a f e a s i b l e

m e t h o d .

L e t

( n n _ n !
l ] : C r - m ( 4 . 6 . 1 . 6 3 )

w h i c h i s t h e b i n o m i a l c o e f f i c i e n t c o r r e s p o n d i n g t o t h e c o m b i n a t i o n

o f n t h i n g s t a k e n r a t a t i m e . W i t h t h i s , t h e t o t a l n u m b e r o f t e r m s
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a d d e d t o g e t h e r t o c a l c u l a t e a l l t h e o ' s f o r a n a t u r a l E - p u l s e c a n b e

w r i t t e n a s

Z N - l
[ ( 4 . 6 . 1 . 6 4 )
2 N — 1 ]

k = 1

T h e t o t a l n u m b e r o f m u l t i p l i c a t i o n s r e q u i r e d i s f o u n d b y c o n s i d e r i n g

t h e n u m b e r o f m u l t i p l i c a t i o n s i n v o l v e d i n e a c h t e r m . T h i s i s j u s t

2 N - 1

M + = Z ( k - 1 ) [ 2 N - 1 ] ( 4 . 6 . 1 . 6 5 )
k

k = 1

B y e x a m i n i n g t h e f o r m o f P i t i s f o u n d t h a t t h e n u m b e r o f m u l t i p l i -

c a t i o n s r e q u i r e d c a n b e r e d u c e d c o n s i d e r a b l y i f i n t e r m e d i a t e r e s u l t s

a r e s t o r e d i n t h e c o m p u t e r ' s m e m o r y . T h e n e a c h a d d i t i o n a l a a d d s o n l y

o n e a d d i t i o n a l m u l t i p l i c a t i o n p e r t e r m . U s i n g t h i s p r o c e d u r e r e q u i r e s

m = T - ( Z N - 1 ) ( 4 . 6 . 1 . 6 6 )

t o t a l m u l t i p l i c a t i o n s . T h e a d d i t i o n a l s t o r a g e n e e d e d b y t h i s m e t h o d i s

. . _ I
S = m a x [ 2 1 1 : 1 ] = é - 3 - P g - fi — i — i — S T ( 4 . 6 . 1 . 6 7 )

k = 1 , 2 , . . . , 2 N - 1 ' '

c o m p l e x t e r m s s t o r e d .

f o l l o w i n g f o r m u l a s [ 2 6 ]

T , a n d m c a n b e c a l c u l a t e d e x p l i c i t l y w i t h t h e h e l p o f t h e

1 + [ n ] + [ n ] + . . . = 2 n - 1 ( 4 . 6 . 1 . 6 8 )



N O

 



 

E n( k + 1 ) [ )
k = 0 k

u
.
_
_
2

+ 1| N

1 1 3

C o m b i n i n g ( 4 . 6 . 1 . 6 8 ) a n d ( 4 . 6 . 1 . 6 9 ) g i v e s

n n n - l n
Z [ k ] - 2 ' 2 - 1 - — 2 - 1 ( 4 6
k = 1 ‘

a n d t h u s

T - 2 2 N ‘ 1 1 ( 4 . 6 .

w h i c h r e s u l t s i n

2 N - 1 _

N o w , u s i n g ( 4 . 6 . 1 . 7 0 )

1 ' !
n2 . ( + 1 4 )

T h u s

n( k - l ) [ k ]

( 4 . 6 .

y i e l d s

n

1 + X ( k + 1 )

 

I E ]

( 4 . 6 .

2 “ “ 1 ( n + 2 ) ( 4 . 6 .

. 6 9 )

. 7 0 )

. 7 1 )

. 7 2 )

. 7 3 )

k = 1

2 n ’ 1 ( n + 2 ) + 1 ( 4 . 6 . 1 . 7 4 )

2 n ‘ 1 ( n - 2 ) + 1 ( 4 . 6 . 1 . 7 5 )
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w h i c h g i v e s

M + = 2 2 N ' 2 ( 2 N - 3 ) + 1 ( 4 . 6 . 1 . 7 6 )

I t i s i n f o r m a t i v e t o c a l c u l a t e M + , S , a n d m f o r a t h r e e m o d e

a n d a t e n m o d e E - p u l s e . T h e r e s u l t s a r e

3 m o d e s 1 0 m o d e s

M + 4 9 3 , 9 3 2 , 1 6 1

( 4 . 6 . 1 . 7 7 )

m 2 6 5 2 4 , 2 6 8

S 1 0 9 2 , 3 7 8

T h u s , a t e n m o d e E — p u l s e r e q u i r e s n e a r l y f o u r m i l l i o n m u l t i p l i c a t i o n s .

T h i s c a n b e r e d u c e d t o a b o u t h a l f a m i l l i o n b y s a v i n g i n t e r m e d i a t e

r e s u l t s , b u t o n l y a t a c o s t o f s t o r i n g 9 2 , 0 0 0 c o m p l e x n u m b e r s .

R e m e m b e r i n g t h a t G a u s s i a n e l i m i n a t i o n f o r n e q u a t i o n s r e q u i r e s a b o u t

n 3 / 3 m u l t i p l i c a t i o n s ( o r a b o u t 2 3 0 0 f o r a t e n m o d e E — p u l s e ) s u g g e s t s

t h a t e q u a t i o n s ( 4 . 6 . 1 . 3 2 ) a n d ( 4 . 6 . 1 . 5 4 ) a r e n o t f e a s i b l e f o r

c a l c u l a t i n g t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s d i r e c t l y . T h i s d o e s n o t m e a n

t h a t t h o s e e q u a t i o n s a r e w o r t h l e s s , h o w e v e r , f o r t h e y p r o v i d e a w e a l t h

o f g e n e r a l i n f o r m a t i o n a b o u t t h e b e h a v i o r o f t h e p u l s e f u n c t i o n

a m p l i t u d e s .
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4 . 6 . 2 N a t u r a l S i n e a n d C o s i n e E — m — p u l s e D u r a t i o n

I t w o u l d s e e m a t f i r s t t h a t t h e m e t h o d o f t h e p r e c e e d i n g

s e c t i o n c o u l d b e a p p l i e d i n a s t r a i g h t f o r w a r d m a n n e r t o c o n s t r u c t

n a t u r a l s i n e o r c o s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s . U n f o r t u -

n a t e l y , t h e a d d e d r e q u i r e m e n t ( 4 . 4 . 7 . 2 0 ) o r ( 4 . 4 . 7 . 2 5 ) f o r t r a n s m i t

d o m a i n s y n t h e s i s r e s u l t s i n a n E - p u l s e m a t r i x t h a t i s n o t a m e n a b l e t o

s o l u t i o n u s i n g t h e t e c h n i q u e s o f s e c t i o n 4 . 6 . 1 . I t i s p o s s i b l e ,

t h o u g h , t o s o l v e e x p l i c i t l y f o r t h e d i s c r e t e E - p u l s e d u r a t i o n s . T h i s

i s v e r y h e l p f u l , s i n c e i t e l i m i n a t e s t h e n e e d f o r a s e a r c h p r o c e d u r e .

T h e n a t u r a l E - m - p u l s e d u r a t i o n s a r e c a l c u l a t e d b y d e m a n d i n g

t h a t t h e d e t e r m i n a n t o f t h e E - p u l s e m a t r i x b e z e r o . T h e m a t r i x

e n t r i e s f o r a p u l s e f u n c t i o n b a s e d E - p u l s e a r e f o u n d u s i n g t h e E - p u l s e

s p e c t r u m ( 4 . 5 . 4 . 1 6 ) , e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 7 . 2 0 ) a n d ( 4 . 4 . 7 . 2 5 ) a n d e q u a t i o n s

( 4 . 2 . 1 ) a n d ( 4 . 2 . 2 ) . T h e r e s u l t i n g m a t r i x e q u a t i o n c a n b e w r i t t e n a s

 

V _ _ \ r r 1

8 z t B * z * B 2 2 : 6 * z * 2 ~ - - 6 Z Z N 1 i B * z * 2 N 1 6 1 W o
m m m m m m m m m m m m

2 N - 2
1 W I . . . w 1 6 2 0

2 N - 2
1 w 2 o o o w z

2 N - 2 3 = 3
1 W Z m - Z m e - Z ° '

2 N - 2
1 w 2 m + 1 w 2 m + l

2 N - 2
1 1 W Z N . . . W Z N J 1 . C I Z N - ‘ l J 1 O J     

( 4 . 6 . 2 . 1 )



1 1 6

w h i c h i s d i r e c t l y a n a l o g o u s t o ( 4 . 6 . 1 . 1 3 ) f r o m t h e p r e v i o u s s e c t i o n .

I n ( 4 . 6 . 2 . 1 ) t h e m ' t h m o d e i s t o b e e x c i t e d , t h e p l u s s i g n

c o r r e s p o n d s t o a s i n e E - m - p u l s e a n d t h e m i n u s s i g n t o a c o s i n e

E - m - p u l s e , t h e W ' s a r e d e f i n e d i n e q u a t i o n ( 4 . 6 . 1 . 1 7 ) , t h e 2 ' s a r e

d e f i n e d i n ( 4 . 6 . 1 . 5 ) a n d ( 4 . 6 . 1 . 6 ) , a n d

= s m A3 m F 1 ( 3 m ) e ( 4 . 6 . 2 . 2 )

5 3 6

w h e r e F 1 ( s ) i s d e f i n e d i n ( 4 . 5 . 4 . 1 7 ) .

I t i s a p p a r e n t t h a t t h e a b o v e m a t r i x e q u a t i o n c a n n o t b e p u t

i n t o a f o r m t o u t i l i z e ( 4 . 6 . 1 . 2 8 ) a n d s o a s o l u t i o n f o r t h e e x p a n s i o n

c o e f f i c i e n t s b y t h e m e t h o d o f s e c t i o n 4 . 6 . 1 i s n o t p o s s i b l e . H o w e v e r ,

i t i s p o s s i b l e t o c a l c u l a t e t h e d e t e r m i n a n t e x p l i c i t l y , u s i n g t h e

f o l l o w i n g r u l e [ 2 7 ]

  

' 1
' ' . . . + '3 1 1 + a 1 1 a 1 2 + a 1 2 a 1 N a 1 N

8 2 1 8 2 2 3 2 N

. a N 1 a 1 1 2 a w J

r a a 0 0 0 a 1 r a . a ' 0 0 0 a . 1

1 1 1 2 I N 1 1 1 2 I N

- d e t a 2 1 a 2 2 " ° a 2 N 3 2 1 8 2 2 " ' a Z N
I 2 . + d e t ; g : ( 4 . 6 . 2 . 4 )

a . 0 . a . . . a

1 N 1 8 N 2 a N N J 1 a N 1 N 2 N N J    
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S e t t i n g t h e d e t e r m i n a n t o f t h e m a t r i x i n ( 4 . 6 . 2 . 1 ) e q u a l t o z e r o a n d

e m p l o y i n g ( 4 . 6 . 2 . 4 ) y i e l d s

8 2 H ( w - w ) i B * z * H ( w - w , ) = 0
m m J 1 m m J i

l g i < j § 2 N 1 5 1 < j 5 2 N ( 4 . 6 . 2 . 5 )

i ¥ 2 m i # 2 m - 1

A s w i t h t h e E - p u l s e a n a l y s i s t h i s r e q u i r e s

2 - 2 * = 0 k # m ( 4 . 6 . 2 . 6 )

f o r s o m e k , o r

A = P l p = 1 , 2 , 3 , . . . k a é m ( 4 . 6 . 2 . 7 )
w
k

N o t e t h a t i n t h i s c a s e A = p w / m m i s n o t a l l o w e d s i n c e e q u a t i o n ( 4 . 6 . 2 . 5 )

d o e s n o t i n v o l v e t h e t e r m ( z m - z s ) .

4 . 6 . 3 E x p a n s i o n C o e f f i c i e n t C a l c u l a t i o n A l g o r i t h m

S e c t i o n 4 . 6 . 1 p r e s e n t e d a m e t h o d f o r c a l c u l a t i n g t h e E - p u l s e

e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s f o r a p u l s e f u n c t i o n b a s e d E - p u l s e w i t h o u t u s i n g

s t a n d a r d m a t r i x s o l v i n g r o u t i n e s . T h e r e w a s n o e x c e s s i v e s t o r a g e

r e q u i r e m e n t , b u t t h e n u m b e r o f a r i t h m e t i c o p e r a t i o n s n e e d e d w a s s h o w n

t o b e p r o h i b i t i v e . I t i s p o s s i b l e t o t a k e a d i f f e r e n t a p p r o a c h w h i c h

a l l o w s t h e c h o i c e o f o n e o f t w o d i s t i n c t a d v a n t a g e s : 1 ) n o s t o r a g e

r e q u i r e m e n t , b u t a r i t h m e t i c c o m p l e x i t y s i m i l a r t o G a u s s i a n
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e l i m i n a t i o n ; o r 2 ) s t o r a g e e q u i v a l e n t t o G a u s s i a n e l i m i n a t i o n b u t

a m u c h s m a l l e r n u m b e r o f a r i t h m e t i c c a l c u l a t i o n s . N e i t h e r r o u t i n e

u s e s e l e m e n t a r y r o w o p e r a t i o n s f o r r e d u c t i o n t o t r i a n g u l a r f o r m , a n d

t h u s a r e n o t a s s e n s i t i v e t o m a t r i x c o n d i t i o n i n g a s G a u s s i a n

e l i m i n a t i o n . E a c h r o u t i n e b a s i c a l l y p e r f o r m s o n l y t h e b a c k s u b s t i -

t u t i o n p o r t i o n o f t h e G a u s s i a n m e t h o d .

T h e a l g o r i t h m i s b a s e d o n t h e f o l l o w i n g r e l a t i o n s h i p [ 2 8 ]

..
..

z 8 N

4%
:
63
5.
3%
:

N

H1
N

  
  

  

 

2 ‘ 21 W M W M W : 1 M f 1

1 H F ‘ — = +
6 3 ( w 1 , w 2 , , w M ) ( w l - w 2 ) ( w 1 - w 3 ) ( w l - W M )

£ 2 f M

+ + + m
( W z - W 1 ) ( W 2 ‘ W 3 ) " ‘ ( W z r w fi ) ( W M ‘ W 1 ) ( W M - W 2 ) ‘ ° ' ( W M - W fi _ 1 )

M f ,
= X T 1 ( 4 . 6 . 3 . 1 )
i = 1 H

( w i - w . )
1 = 1 J
j i ‘ i

w h e r e c i s g i v e n i n ( 4 . 6 . 1 . 1 6 ) . T h i s i d e n t i t y i s e a s i l y d e v e l o p e d

b y e x p a n d i n g t h e d e t e r m i n a n t i n t h e n u m e r a t o r i n m i n o r s , e a c h o f w h i c h
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i s a V a n d e r m o n d e d e t e r m i n a n t . I t i s a f u n d a m e n t a l f o r m u l a i n t h e

c a l c u l u s o f f i n i t e d i f f e r e n c e s w h e r e i t i s u s e d t o c a l c u l a t e t h e M - l ' t h

f i n i t e d i f f e r e n c e d e r i v a t i v e .

T h e a l g o r i t h m i s s l i g h t l y d i f f e r e n t f o r t h e n a t u r a l a n d f o r c e d

E - p u l s e s , s o e a c h c a s e w i l l b e c o n s i d e r e d s e p a r a t e l y .

I . N a t u r a l E - p u l s e

T h e m a t r i x e q u a t i o n t o b e s o l v e d f o r t h e c a s e o f t h e n a t u r a l

p u l s e f u n c t i o n b a s e d E — p u l s e i s g i v e n i n ( 4 . 6 . 1 . 2 7 ) w h e r e i t h a s b e e n

a s s u m e d t h a t t h e E - p u l s e d u r a t i o n i s g i v e n b y A = p w / w k . T h u s , t h e

r o w c o n t a i n i n g p o w e r s o f w 2 k h a s b e e n e l i m i n a t e d . T h e g e n e r a l a l g o r i t h m

f o r c a l c u l a t i n g t h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s i s t h e n a s f o l l o w s :

1 . S o l v e f o r a b y u s i n g C r a m e r ' s r u l e a n d ( 4 . 6 . 3 . 1 ) .
2 N - 1

2 . W i t h a k n o w n , r e d u c e t h e o r d e r o f t h e m a t r i x b y m u l t i -
Z N - l

p l y i n g t h e f i n a l c o l u m n b y a 1 , m o v i n g i t t o t h e r i g h t
2 N -

h a n d s i d e , a n d e l i m i n a t i n g t h e l a s t e q u a t i o n .

3 . R e p e a t u n t i l a l l t h e 0 ' s a r e c o m p u t e d .

N o t e t h a t t h e r e i s n o n e e d t o c r e a t e t h e m a t r i x i n ( 4 . 6 . 1 . 2 7 ) a n d

t h u s v e r y l i t t l e c o m p u t e r s t o r a g e i s r e q u i r e d .

I f s t o r a g e e q u i v a l e n t t o t h a t c o n s u m e d b y t h e m a t r i x i s

a l l o w e d , a n a l t e r n a t i v e , v e r y e f f i c i e n t a l g o r i t h m c a n b e c o n s t r u c t e d .

T h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s c a n t h e n b e s o l v e d f o r a s f o l l o w s :



1 2 0

1 . E f f e c t i v e l y e l i m i n a t e t h e r o w c o n t a i n i n g w 2 k b y l e t t i n g

f o r 1 : m : N

= = * <W Z m - l 2 m w 2 m 2 m f o r m _ h

= = *W 2 m _ 2 z m W é m _ 1 z m f o r m > k

w h e r e 2 m a n d z ; a r e d e f i n e d i n ( 4 . 6 . 1 . 5 ) a n d ( 4 . 6 . 1 . 6 ) .

2 . C r e a t e a n a r r a y D s t o r i n g t h e r e q u i r e d d i f f e r e n c e p r o d u c t s .

I t s e n t r i e s a r e g i v e n b y

U II ( W 1 - W 2 )

U

l- ( W j - W l ) f o r 2 i j i 2 N - 1

( w j - w i ) D i - 1 , j i < 3

i j ( w ) D i z jj - w i + 1 i - 1 , j

f o r i = 2 , 3 , . . . , 2 N - 2 ; j = 1 , 2 , . . . , 2 N - 1

3 . L e t f = - W - f o r 1 : i : 2 N - 1

4 . L e t m = 2 N - 1
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5 . R e p e a t u n t i l m = 1

b ) f : = f - a w ? ‘ 1 f o r 1 < i < m
m 1 ' — -

c ) m : = m - 1

H e r e : = r e p r e s e n t s t h e r e p l a c e m e n t o f t h e q u a n t i t y o n t h e

l e f t w i t h t h e q u a n t i t y o n t h e r i g h t .

I t i s s e e n t h a t f o r a g i v e n c o l u m n e a c h a d d i t i o n a l e n t r y i n t h e

a r r a y D r e q u i r e s o n l y o n e a d d i t i o n a l m u l t i p l i c a t i o n . T h u s t h e n u m b e r

o f m u l t i p l i c a t i o n s n e e d e d t o f i l l D i s

M D = ( 2 N - 1 ) ( 2 N - 2 ) ( 4 . 6 . 3 . 2 )

S t e p s 5 a a n d 5 b r e q u i r e a n o t h e r

M A = ( 2 N - 1 ) ( 2 N - 2 ) ( 4 . 6 . 3 . 3 )

m u l t i p l i c a t i o n s a n d d i v i s i o n s . T h u s , t h e t o t a l n u m b e r o f i m p o r t a n t

a r i t h m e t i c o p e r a t i o n s r e q u i r e d i s

M T = 2 ( 2 N - 1 ) ( 2 N - 2 ) = 8 N 2 ( 4 . 6 . 3 . 4 )



1 2 2

O n t h e o t h e r h a n d , G a u s s i a n e l i m i n a t i o n r e q u i r e s

1 3 8 3= ' — - = I . . .M G 3 ( 2 N 1 ) 3 1 ( 4 6 3 5 )

o r , N / 3 t i m e s a s m a n y m u l t i p l i c a t i o n s a n d d i v i s i o n s . N o t e a l s o t h a t

l e s s m u l t i p l i c a t i o n s o f W a r e n e e d e d i n s t e p 5 b t h a n i n f i l l i n g u p t h e

m a t r i x i n ( 4 . 6 . 1 . 2 7 ) i f a n a d d i t i o n a l v e c t o r s t o r i n g t h e m ' t h p o w e r

o f W 1 i s u s e d . T h e n a t e a c h i t e r a t i o n W fi - l i s c a l c u l a t e d b y m e r e l y

d i v i d i n g o u t o n e p o w e r o f w i .

I I . F o r c e d E - p u l s e

T h i s m e t h o d c a n b e e x t e n d e d q u i t e e a s i l y t o t h e c a s e o f a

f o r c e d E - p u l s e . I t d o e s n o t r e q u i r e t h e r e s t r i c t i o n , a s d i d t h e

a n a l y s i s o f s e c t i o n 4 . 6 . 1 , t h a t t h e f o r c e d E - p u l s e h a v e a f o r c i n g

c o m p o n e n t c o n s i s t i n g o f o n e i d e n t i c a l p u l s e b a s i s f u n c t i o n .

C o n s i d e r t h e E - p u l s e s h o w n i n F i g u r e 4 . 4 . 4 . 1 . I t i s c o m p o s e d

o f a f o r c i n g c o m p o n e n t e f ( t ) e x t e n d i n g f r o m t = 0 t o t = T f a n d a n

e x t i n c t i o n c o m p o n e n t e e ( t ) m a d e u p o f 2 N p u l s e f u n c t i o n s e x t e n d i n g

f r o m t = T f t o t = T e . T h i s c a n b e w r i t t e n a s

e ( t ) = e f ( t ) + e e ( t ) ( 4 . 6 . 3 . 6 )

w h e r e

e 2 N f
e ( t ) = Z a u m ( t ) g ( t - ( m — 1 ) A - T f ) ( 4 . 6 . 3 . 7 )

m = 1
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w i t h

1 T f + ( m - l ) A : t § T f + m A
P : ( t ) = ( 4 . 6 . 3 . 8 )

0 e l s e w h e r e

T h e s p e c t r u m o f t h i s E - p u l s e i s f o u n d u s i n g ( 4 . 4 . 1 . 1 ) t o b e

E ( s ) = E f ( s ) + 6 9 ( 5 ) ( 4 . 6 . 3 . 9 )

w h e r e

T f
E f ( s ) = f e f ( t ) e - S t d t ( 4 . 6 . 3 . 1 0 )

O

a n d

e T e e - s t
E ( S ) = I e ( t ) e d t

T f

2 N T f + m 6 _ t

= Z a I g ( t - ( m - 1 ) A - T f ) e 3 d t ( 4 . 6 . 3 . 1 1 )
m = 1 m T f + ( m - 1 ) A

T h e i n t e g r a l i n ( 4 . 6 . 3 . 1 1 ) c a n b e s i m p l i f i e d u s i n g t h e s u b s t i t u t i o n

u = t - ( m — 1 ) A - T f ( 4 . 6 . 3 . 1 2 )

T h e n

2 N A
6 8 ( 3 ) = 1 a m I g ( u ) e ’ 3 “ e ‘ s ( ( m ' 1 ) A ’ T f ) d u ( 4 . 6 . 3 . 1 3 )

m = 1 o
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w h i c h c a n b e w r i t t e n m o r e s i m p l y a s

2 N
3 ( A + T f ) Z a m e ' s ‘ “ A ( 4 . 6 . 3 . 1 4 )

m = 1

E e ( s ) = F 1 ( s ) e

w h e r e F 1 ( s ) i s g i v e n b y ( 4 . 5 . 4 . 1 7 ) . I n v o k i n g t h e t r a n s m i t d o m a i n

d e f i n i t i o n o f t h e E - p u l s e ( 4 . 2 . 1 ) a n d ( 4 . 2 . 2 ) r e s u l t s i n

2 N

E f ( s ) + F ( s ) e s n ( A + T f ) Z a e ‘ s n ’ “ A 1 < n < N ( 4 . 6 . 3 . 1 5 )
n 1 n m - - —

m = 1

* 2 N *

E f ( s * ) + F ( s * ) e S n ( A + T f ) Z 6 e ‘ s n ‘ “ A 1 < n < N ( 4 . 6 . 3 . 1 6 )
n 1 n m ‘ — - —

m = 1

R e a r r a n g i n g y i e l d s

2 ” - ( - 1 ) A - T B f
Z a e S “ m = - e S “ f - — $ § n l - 1 < n < N ( 4 . 6 . 3 . 1 7 )

I n F ( S n ) " ' — ‘
m = 1 1

2 N * f *
X a s n ( m - 1 ) A = _ e S a n % _ % § § % . I E P E N ( 4 . 6 . 3 . 1 8 )

m = 1 1 S n

V W V r
2 . . . Z N - l )

1 W 1 W 1 W 1 o 1 f 1

2 . . . Z N - l
1 W 2 W 2 W 2 o 2 f 2

2 . . . 2 N - 1
1 W 3 W 3 W 3

. . . . f = E ( 4 . 6 . 3 . 1 9 )

2 . . . 2 N - l

1 . 1 W 2 1 1 w 2 N W Z N J \ 0 ‘ 2 1 : J \ E Z N J      
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w h e r e

f
E ( s )

= . . ' 5 k a _ _ L
1 k

f
E ( 5 * )

= _ ‘ S fi T f _ _ _ _ l < _f 2 k e F 1 ( s § ) ( 4 . 6 . 3 . 2 1 )

T h e e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s a r e n o w r e a d i l y o b t a i n a b l e . E i t h e r o f t h e

a l g o r i t h m s d i s c u s s e d i n t h i s s e c t i o n c a n b e u s e d t o s o l v e e q u a t i o n

( 4 . 6 . 3 . 1 9 ) .

4 . 7 N o n l i n e a r E - p u l s e C a l c u l a t i o n

T h e b u l k o f t h i s c h a p t e r h a s c o n s i d e r e d E - p u l s e s c o n s t r u c t e d

f r o m a l i n e a r c o m b i n a t i o n o f b a s i s f u n c t i o n s w i t h t h e a m p l i t u d e s o f

t h e f u n c t i o n s r e p r e s e n t i n g a l l t h e f r e e p a r a m e t e r s . T h i s i s i n

e s s e n c e a l i n e a r p r o b l e m s i n c e t h e u n k n o w n a m p l i t u d e s a r e d e s c r i b e d b y

a s y s t e m o f l i n e a r e q u a t i o n s . I t i s a l s o i n t e r e s t i n g , a n d i n f o r m a t i v e ,

t o i n v e s t i g a t e t h e b e h a v i o r o f E - p u l s e s c o n s t r u c t e d u s i n g a g r o u p o f

f r e e p a r a m e t e r s n o t e n t i r e l y c o m p o s e d o f b a s i s f u n c t i o n a m p l i t u d e s ~ -

1 e a d i n g t o a n o n l i n e a r p r o b l e m f o r E - p u l s e s o l u t i o n .

T h e p u l s e f u n c t i o n b a s i s s e t p r o v i d e s a n i d e a l v e h i c l e f o r

i n v e s t i g a t i n g n o n l i n e a r s o l u t i o n s . T h e d u r a t i o n s o f t h e p u l s e s a r e

e a s i l y i n c o r p o r a t e d a s f r e e p a r a m e t e r s i n s o l v i n g ( 4 . 4 . 1 . 6 ) a n d

( 4 . 4 . 1 . 7 ) . A l s o , b e c a u s e o f t h e v a s t a m o u n t o f p u l s e f u n c t i o n a n a l y s i s

a l r e a d y u n d e r t a k e n i n t h i s c h a p t e r , t h e r e a r e a m p l e r e s u l t s f o r

c o m p a r i s o n .

T h e v e r y s i m p l e s t e x a m p l e r e v e a l s a n i n t e r e s t i n g c o n n e c t i o n
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b e t w e e n n o n l i n e a r E - p u l s e a n a l y s i s a n d t h e p r e v i o u s l y d e f i n e d n a t u r a l

E - p u l s e . C o n s i d e r a n E - p u l s e c o n s i s t i n g o f t w o d e l t a f u n c t i o n s

d e s i g n e d t o e l i m i n a t e a s i n g l e n a t u r a l m o d e , a s s h o w n i n F i g u r e 4 . 7 . 1 .

T h e f i r s t i m p u l s e i s p l a c e d a t t = 0 a n d h a s a n a m p l i t u d e s e l e c t e d a s

u n i t y . T h e t w o r e m a i n i n g p a r a m e t e r s - - t h e h e i g h t , A , a n d t i m e

p o s i t i o n , T , o f t h e s e c o n d i m p u l s e - - a r e d e t e r m i n e d b y s o l v i n g t h e

s y s t e m o f t w o n o n l i n e a r e q u a t i o n s g i v e n t h r o u g h ( 4 . 4 . 1 . 6 ) a n d

( 4 . 4 . 1 . 7 ) a s

1 + A c o s z e - O T l l 0 ( 4 . 7 . 1 )

ll 0A s i a n e — O T ( 4 . 7 . 2 )

w h e r e s = o + j w i s t h e n a t u r a l f r e q u e n c y o f t h e s i n g l e m o d e t o b e

e l i m i n a t e d . T h e s o l u t i o n i s b y i n s p e c t i o n , a n d y i e l d s f r o m e q u a t i o n

( 4 . 7 . 2 )

1 = 5 1 - p = l , 2 , . . . ( 4 . 7 . 3 )

a n d t h e n f r o m ( 4 . 2 . 3 )

+ 1) PA = e ° T ( - 1 ( 4 . 7 4 )

T h i s i s r e c o g n i z e d a s m e r e l y a o n e m o d e n a t u r a l E - p u l s e , w i t h d u r a t i o n

a n d a m p l i t u d e s v e r i f i e d b y u s i n g ( 4 . 6 . 1 . 2 4 ) a n d ( 4 . 6 . 1 . 3 2 ) . S o l v i n g

f o r t h e d u r a t i o n ( t h e n o n l i n e a r v a r i a b l e ) i s e s s e n t i a l l y t h e s a m e s t e p
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e ( t )

   
T t i m e

F i g u r e 4 . 7 . 1 . T w o d e l t a f u n c t i o n E - p u l s e . F r e e p a r a m e t e r s a r e

p o s i t i o n a n d a m p l i t u d e o f s e c o n d i m p u l s e .

    
T T t i m e

F i g u r e 4 . 7 . 2 . T h r e e d e l a t f u n c t i o n E - p u l s e . F r e e p a r a m e t e r s a r e
p o s i t i o n s o f s e c o n d a n d t h i r d i m p u l s e s .
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n e c e s s a r y t o o b t a i n a s o l u t i o n t o a n y n a t u r a l E - p u l s e p r o b l e m ( n o t

j u s t p u l s e f u n c t i o n b a s e d . ) T h u s , n a t u r a l E - p u l s e s r e p r e s e n t t h e

s o l u t i o n t o a c o m b i n e d l i n e a r / n o n l i n e a r p r o b l e m , w i t h t h e n o n l i n e a r

p r o b l e m i n v o l v i n g o n l y o n e v a r i a b l e ( T e ) , a n d t h e l i n e a r p r o b l e m

i n v o l v i n g t h e r e m a i n i n g 2 N - 1 b a s i s f u n c t i o n a m p l i t u d e s ( w h e r e N i s t h e

n u m b e r o f m o d e s t o b e e l i m i n a t e d ) f o r a t o t a l o f 2 N f r e e p a r a m e t e r s ,

a s r e q u i r e d .

T h e n e x t s i m p l e s t e x a m p l e i s t o c o n s t r u c t a t h r e e d e l t a f u n c t i o n

E - p u l s e t o e l i m i n a t e o n e n a t u r a l m o d e , a s s h o w n i n F i g u r e 4 . 7 . 2 . T h e

f i r s t i m p u l s e i s p l a c e d a t t = 0 , a n d t h e a m p l i t u d e s o f t h e i m p u l s e s a r e

c h o s e n t o b e 1 , 2 , a n d 2 , r e s p e c t i v e l y . E q u a t i o n s ( 4 . 4 . 1 . 6 ) a n d

( 4 . 4 . 1 . 7 ) t h e n r e q u i r e

- C T 2
c o s m T l e - O T l + c o s z Z e ( 4 . 7 . 5 )I I I

N
|
r
—
-

0 T 2

II Cs i a n l e c 0 T 1 + s i a n z e - ( 4 . 7 . 6 )

w h e r e T 1 a n d T 2 a r e t h e t i m e p o s i t i o n o f t h e s e c o n d a n d t h i r d i m p u l s e s .

T h i s s y s t e m o f n o n l i n e a r e q u a t i o n s c a n o n l y b e s o l v e d n u m e r i c a l l y .

D e p e n d i n g o n t h e v a l u e s o f o a n d w t h e r e m a y b e o n e s o l u t i o n o r m o r e ,

o r p e r h a p s n o n e a t a l l . A s a n e x a m p l e l e t 0 = - 0 . 1 a n d w = 1 . 0 .

E q u a t i o n s ( 4 . 7 . 5 ) a n d ( 4 . 7 . 6 ) c a n t h e n b e s o l v e d i n d i v i d u a l l y a n d

p l o t t e d a s s h o w n i n F i g u r e 4 . 7 . 3 . T h e p o i n t w h e r e t h e t w o s o l u t i o n s

i n t e r s e c t g i v e s t h e s o l u t i o n t o t h e s y s t e m o f t w o n o n l i n e a r e q u a t i o n s :

T 1 8 3 . 7 6 , T 2 = 0 . 9 0 , a n d a n E - p u l s e w i t h n o n u n i f o r m l y s p a c e d

i m p u l s e s .
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0 . 9 0

3 . 7 6

  I D T 
F i g u r e 4 . 7 . 3 . G r a p h i c a l s o l u t i o n f o r i m p u l s e p o s i t i o n s .

e ( t )

 

 

    
T T t i m e

F i g u r e 4 . 7 . 4 . T w o p u l s e f u n c t i o n E - p u l s e . F r e e p a r a m e t e r s a r e

p u l s e w i d t h s .



 

1 3 0

A c a s e s i m i l a r t o t h e f i r s t , b u t m o r e i n t e r e s t i n g , c a n b e

c o n s t r u c t e d b y u s i n g t w o r e c t a n g u l a r p u l s e s r a t h e r t h a n d e l t a

f u n c t i o n s . T h e E - p u l s e s h o w n i n F i g u r e 4 . 7 . 4 i s c o m p o s e d o f t w o

p u l s e s o f p r e s e l e c t e d a m p l i t u d e s A 1 a n d A 2 . S o l v i n g t h e s y s t e m o f t w o

n o n l i n e a r e q u a t i o n s d e s c r i b e d b y ( 4 . 4 . 1 . 6 ) a n d ( 4 . 4 . 1 . 7 ) r e s u l t s i n

t h e d u r a t i o n s T 1 a n d T 2 . T h i s i s d o n e g r a p h i c a l l y , a s w i t h t h e l a s t

c a s e . T o m a k e t h e r e s u l t s m o r e r e l e v a n t a s s u m e 0 = - 0 . 2 6 0 1 a n d

w = 2 . 9 0 6 , c o r r e s p o n d i n g t o t h e f i r s t ( n o r m a l i z e d ) n a t u r a l f r e q u e n c y

o f t h e t h i n w i r e s c a t t e r e r . T h e n , l e t t i n g A 1 = 1 a n d A 2 = 0 . 7 5 4 8 9

r e s u l t s i n T 1 = 1 . 0 8 1 a n d T 2 = 2 . 1 6 2 , t h e r e s u l t s e x p e c t e d f r o m

w o r k i n g b a c k w a r d s f r o m t h e s o l u t i o n f o r a n a t u r a l E - p u l s e . C h a n g i n g

t h e p u l s e a m p l i t u d e s r e s u l t s i n d i f f e r e n t d u r a t i o n s , a s v e r i f i e d b y

l e t t i n g A 1 = 1 0 a n d A 2 = 1 , y i e l d i n g T 1 = 0 . 0 4 8 8 a n d T 2 = 1 . 8 4 5 .

I n c r e a s i n g t h e a m p l i t u d e o f t h e f i r s t p u l s e i n t h e t w o p u l s e

e x a m p l e r e v e a l s a n i n t r i g u i n g t r e n d . A s t h e a m p l i t u d e i s a l l o w e d t o

i n c r e a s e w i t h o u t b o u n d , t h e r e s u l t i n g s o l u t i o n f o r t h e d u r a t i o n s s h o w s

t h a t t h e a r e a u n d e r t h e f i r s t p u l s e a n d t h e t o t a l d u r a t i o n o f t h e

E - p u l s e w a v e f o r m a p p r o a c h c o n s t a n t s . T h a t i s , t h e E - p u l s e

a p p r o a c h e s a w a v e f o r m c o n s i s t i n g o f a d e l t a f u n c t i o n f o l l o w e d b y a

s i n g u l e r e c t a n g u l a r p u l s e . T h i s i s s h o w n i n F i g u r e 4 . 7 . 5 . T h e p r o d u c t

o f t h e a m p l i t u d e a n d d u r a t i o n o f t h e f i r s t p u l s e i s f o u n d t o b e

a s y m p t o t i c t o 0 . 4 6 2 2 , w h i l e t h e d u r a t i o n o f t h e s e c o n d p u l s e

a p p r o a c h e s T 2 = 1 . 8 2 1 1 .

I t i s i n t e r e s t i n g t o a n a l y z e e x a c t l y t h e w a v e f o r m t o w h i c h t h e

E - p u l s e i s c o n v e r g i n g . C o n s i d e r a d e l t a f u n c t i o n f o l l o w e d b y a

r e c t a n g u l a r p u l s e . E q u a t i o n s ( 4 . 4 . 1 . 6 ) a n d ( 4 . 4 . 1 . 7 ) d e m a n d
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A 1 + A 2 [ ( - o c o s u ) T e + m s i a n ) + J = 0 ( 4 . 7 . 7 )
0 2 + w 2 e 0 2 + w 2

- — o T e
e . w

A 2 [ ( - 0 5 1 a n e - w c o s z e ) + 1 - 0 ( 4 . 7 . 8 )

0 2 + w 2 0 2 + w 2

w h e r e T e i s t h e d u r a t i o n o f t h e w a v e f o r m . A n a l y z i n g t h i s a s a n a t u r a l

E - p u l s e ( t h a t i s , t h e a m p l i t u d e o f t h e i m p u l s e , A 1 , a n d t h e a m p l i t u d e

o f t h e r e c t a n g u l a r p u l s e , A 2 , a r e n o t p r e s p e c i f i e d ) r e q u i r e s t h a t t h e

d e t e r m i n a n t o f t h e m a t r i x o f c o e f f i c i e n t s b e z e r o , r e s u l t i n g i n

e - O T e ( - o s i a n e - w c o s z e ) + w = 0 ( 4 . 7 . 9 )

U s i n g t h e f i r s t n a t u r a l f r e q u e n c y o f t h e t h i n c y l i n d e r , t h e f i r s t t w o

r o o t s t o t h i s c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n y i e l d : T e = 1 . 8 2 0 9 4 ,

A l / A z - 0 . 4 6 2 2 5 , a n d T e = 2 . 4 8 2 6 7 , A l / A z = - 0 . 5 2 6 9 8 . T h e f i r s t

s o l u t i o n i s r e c o g n i z e d a s t h e w a v e f o r m t o w h i c h t h e t w o p u l s e

E - p u l s e a p p e a r s t o c o n v e r g e , v e r i f y i n g t h e e a r l i e r o b s e r v a t i o n s .

S o l u t i o n s t o m o r e c o m p l e x n o n l i n e a r E - p u l s e p r o b l e m s c a n n o t b e

s o l v e d e f f i c i e n t l y u s i n g t h e g r a p h i c a l m e t h o d d e s c r i b e d e a r l i e r . I t

i s n e c e s s a r y t o e m p l o y a c o m p u t e r r o u t i n e t o s o l v e t h e r e s u l t i n g

s y s t e m o f n o n l i n e a r e q u a t i o n s . A p r o g r a m h a s b e e n d e v e l o p e d w h i c h

i n c o r p o r a t e s s u c h a r o u t i n e , a l l o w i n g t h e s p e c i f i c a t i o n o f p u l s e

a m p l i t u d e s a n d s o l v i n g f o r t h e p u l s e w i d t h s . A s a n e x a m p l e , c o n s i d e r

t h e c o n s t r u c t i o n o f a f o u r p u l s e E - p u l s e d e s i g n e d t o e l i m i n a t e t h e f i r s t

t w o n a t u r a l m o d e s o f t h e t h i n c y l i n d e r . S p e c i f y i n g t h e a m p l i t u d e s a s

A 1 = 0 . 7 2 1 , A 2 = 0 . 5 2 7 , A 3 = 0 . 4 9 7 , a n d A n = 0 . 4 5 r e s u l t s i n T 1 = 0 . 5 2 3 ,



 

1 3 3

T 2 = 1 . 0 4 6 , T 3 = 1 . 5 6 9 , a n d T H = 2 . 0 9 2 . T h i s i s t h e e x p e c t e d s o l u t i o n

o b t a i n e d b y w o r k i n g b a c k w a r d s f r o m t h e s o l u t i o n t o t h e n a t u r a l E - p u l s e ,

a n d i s p l o t t e d i n F i g u r e 4 . 7 . 6 . H o w e v e r , c h o o s i n g A 1 = 1 , A 2 = 0 . 5 8 ,

A 3 = 0 . 4 9 , a n d A 4 = 0 . 4 5 r e s u l t s i n t h e E - p u l s e s h o w n i n F i g u r e 4 . 7 . 7 ,

w i t h d u r a t i o n T e = 2 . 0 0 6 3 . L a s t l y , c h o o s i n g A 1 = 3 5 5 a n d k e e p i n g

A 2 = 0 . 5 8 , A 3 = 0 . 4 9 , a n d A “ = 0 . 4 5 r e s u l t s i n t h e E - p u l s e p l o t t e d i n

F i g u r e 4 . 7 . 8 w i t h d u r a t i o n 1 . 9 3 5 3 . I n c r e a s i n g A 1 f u r t h e r r e s u l t s a g a i n

i n t h e f i r s t p u l s e c o n v e r g i n g t o a d e l t a f u n c t i o n , w i t h t h e f o l l o w i n g

p u l s e d u r a t i o n s a l s o c o n v e r g i n g t o s p e c i f i c v a l u e s . I t i s q u i t e

i n t e r e s t i n g t o s e e h o w t h e l a s t t h r e e p u l s e s d e f i n e a s h a p e t h a t

c h a n g e s v e r y l i t t l e a s t h e f i r s t p u l s e a m p l i t u d e i s i n c r e a s e d w i t h o u t

b o u n d . W i t h t h e i r a m p l i t u d e s f i x e d , t h e d u r a t i o n s t a k e o n v a l u e s

w h i c h s e e m t o m o l d t h e p u l s e s t o t h i s p a r t i c u l a r s h a p e . T h i s p h e n o m e -

n o n w i l l b e c o n s i d e r e d i n m o r e d e t a i l i n c h a p t e r f i v e w h e n

u n i q u e n e s s o f t h e t h i n c y l i n d e r E - p u l s e w a v e f o r m i s d i s c u s s e d .
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C H A P T E R 5

E - P U L S E D I S C R I M I N A T I O N

5 . 1 I n t r o d u c t i o n

T h e p r e v i o u s c h a p t e r c o n s i d e r e d t h e c o n s t r u c t i o n o f v a r i o u s

t y p e s o f E - p u l s e s u s i n g m a n y d i f f e r e n t k i n d s o f b a s i s s e t s . T h i s

c h a p t e r w i l l c o n t i n u e t h e i n v e s t i g a t i o n o f t h e E - p u l s e c o n c e p t ,

a p p l y i n g i t t o d i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n d i f f e r i n g t h e o r e t i c a l t a r g e t s .

E - p u l s e s c o n s t r u c t e d f r o m t w o d i f f e r e n t b a s i s s e t s w i l l b e

c o n s i d e r e d i n d e t a i l . T h e f i r s t , t h e r e c t a n g u l a r p u l s e b a s i s s e t , i s

v e r y e a s y t o u s e , w h i l e t h e s e c o n d , t h e d a m p e d s i n u s o i d b a s i s s e t ( a n d

i t s r e l a t i v e , t h e F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t ) h a s p o t e n t i a l l y u s e f u l

f r e q u e n c y d o m a i n p r o p e r t i e s . T h e y w i l l b e u s e d t o c o n s t r u c t v a r i o u s

E - p u l s e s a n d s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s w h i c h w i l l i n t u r n b e

c o n v o l v e d w i t h t h e o r e t i c a l t h i n c y l i n d e r t a r g e t r e s p o n s e s , a n d a

c o m p a r i s o n w i l l b e m a d e b e t w e e n t h e r e s u l t s .

5 . 2 T h e T h i n C y l i n d e r T a r g e t

V e r i f i c a t i o n o f t h e E - p u l s e c o n c e p t a n d e x p e r i m e n t a t i o n w i t h

v a r i o u s E - p u l s e w a v e f o r m s i s m o s t e a s i l y c a r r i e d o u t u s i n g a t h e o r e t i c a l

r e s p o n s e . T h e S E M a n a l y s i s o f a t h i n c o n d u c t i n g c y l i n d e r h a s b e e n

c a r r i e d o u t b y v a r i o u s a u t h o r s [ 1 4 ] , [ 1 7 ] a n d i t s s c a t t e r e d f i e l d

i m p u l s e r e s p o n s e b e c o m e s a n e x c e l l e n t g u i n e a p i g f o r t e s t i n g E - p u l s e

1 3 6
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m e r i t .

T h e g e o m e t r y o f a t h i n c i r c u l a r c y l i n d r i c a l s c a t t e r e r o f

r a d i u s ' a ' a n d l e n g t h L a n d i t s o r i e n t a t i o n w i t h r e s p e c t t o a

t r a n s i e n t e x c i t a t i o n f i e l d i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 2 . 1 . T h e a n g l e 9

r e p r e s e n t s t h e t a r g e t a s p e c t f o r t h e c a s e o f b a c k s c a t t e r e d r e c e p t i o n .

S o l v i n g e q u a t i o n ( 2 . 3 . 3 ) r e s u l t s i n t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h i s

s c a t t e r e r . T h e s e h a v e b e e n c a l c u l a t e d b y T e s c h e [ 1 4 ] w i t h i n t h e b o u n d s

o f t h e t h i n w i r e a p p r o x i m a t i o n ( s e e c h a p t e r 7 ) a n d a r e f o u n d t o o c c u r

i n " l a y e r s " i n t h e c o m p l e x f r e q u e n c y p l a n e . T h e l o w e r p o r t i o n o f t h e

f i r s t l a y e r m a k e s t h e m o s t i m p o r t a n t c o n t i b u t i o n t o t h e l a t e - t i m e

r e s p o n s e s i n c e i t c o n t a i n s t h e f r e q u e n c i e s w i t h t h e s m a l l e s t r e a l

p a r t s . T h a t i s , t h e m o d e s c o r r e s p o n d i n g t o t h i s r a n g e o f f r e q u e n c i e s

w i l l d a m p t h e s l o w e s t . T h e v a l u e s o f t h e f i r s t t e n o f t h e s e f i r s t

l a y e r f r e q u e n c i e s ( o n e h a l f o f a s e t o f c o m p l e x c o n j u g a t e p a i r s ) a r e

a l s o s h o w n i n F i g u r e 5 . 2 . 1 , c o r r e s p o n d i n g t o L / a = 2 0 0 . T h e y a r e

n o r m a l i z e d b y n c / L , w h e r e c i s t h e s p e e d o f l i g h t i n f r e e s p a c e .

T h e b a c k s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f t h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t

i s c a l c u l a t e d b y d e t e r m i n i n g t h e c o u p l i n g c o e f f i c i e n t s ( 2 . 3 . 6 ) . T h e

r e s u l t i s , o f c o u r s e , d e p e n d e n t u p o n t h e a s p e c t a n g l e 0 . A s s u m i n g

p l a n e w a v e e x c i t a t i o n a s i n ( 2 . 4 . 1 ) , t h e m a g n i t u d e o f t h e f a r z o n e

b a c k s c a t t e r e d e l e c t r i c f i e l d i s f o u n d u s i n g ( 2 . 2 . 1 2 ) t o b e

s i n z e L . N 1 E L .
r2 1 0 g ( L / a ) - 1 n = 1 ( n w ) 2 c

 

X E b s ( ? , s ) = 2 0 6 ( 3 )

 
 

_ _ n ~ S T 2 s / s s / s *

1 ( * 1 ) e ] [ n “ ( 5 . 2 . 1 )
s T 2
( 3 ; ) + 1

s - s s - s *
n n
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m
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s n / ( c n / L )

. 0 8 2 8 + j 0 . 9 2 5 1
. 1 2 1 2 + j 1 . 9 1 2
. 1 4 9 1 + j 2 . 8 8 4
. 1 7 1 3 + j 3 . 8 7 4
. 1 9 0 9 + j 4 . 8 5 4
. 2 0 8 0 + j 5 . 8 4 5

. 2 2 4 0 + j 6 . 8 2 9 ,
. 2 3 8 3 + j 7 . 8 2 1

. 2 5 2 2 + j 8 . 8 0 7

. 2 6 4 8 + j 9 . 8 0 0

F i g u r e 5 . 2 . 1 . O r i e n t a t i o n f o r t h i n c y l i n d e r e x c i t a t i o n a n d f i r s t

t e n n a t u r a l f r e q u e n c i e s .
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+

w h e r e r i s t h e p o s i t i o n v e c t o r m e a s u r e d i n a c o o r d i n a t e s y s t e m l o c a l

+

t o t h e t a r g e t , r = l r l , t h e o n e w a y t r a n s i t t i m e i s

c o s e ( 5 . 2 . 2 )

o l
r ‘

a n d t h e c l a s s - 2 c o u p l i n g c o e f f i c i e n t s h a v e b e e n u s e d ( s e e [ 1 7 ] ) .

H e r e a l s o , E ( s ) i s t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f t h e i n c i d e n t f i e l d w a v e f o r m

e ( t ) . I n t h e l a t e - t i m e e q u a t i o n ( 5 . 2 . 1 ) c a n b e w r i t t e n i n t h e t i m e

d o m a i n a s

 

s i n 2 6 ' L

r

b s +

E ( r ’ t ) ' E o 2 1 0 3 ( L / a ) - 1
N s ( t - r / c )
n £ 1 [ E ( s n ) C n ( s n ) e n +

 

 

*
+ E ( s ; ) c n ( s 3 ) e s n ( t ' r / C ) ) ( 5 . 2 . 3 )

w h e r e

n - s T 2

C n ( s ) = - — l — — - § £ - 1 ' ( ' 1 ) e 1 ( 5 . 2 . 4 )

( n " ) 2 C 1 § I J Z + 1 )
n n

N o w , u s i n g

C n ( s : ) = C : ( S n ) E ( s g ) = E * ( s n ) ( 5 . 2 . 5 )

g i v e s

b s + L s i n 2 6 NE ( r , t ) a E o - ; 2 1 0 8 ( L / a ) _ 1 n E 1 2 | E ( s n ) l l C n ( s n ) l x

x e o n ( t - r / c )
c o s ( w n ( t - r / c ) + C n ) ( 5 . 2 . 6 )
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w h e r e

I m { E ( s ) C ( s ) }
n n n

R e { E ( s n ) C n ( s n ) }
t = t a n - 1
n

 ( 5 . 2 . 7 )

F r o m e q u a t i o n ( 5 . 2 . 1 ) i t i s p o s s i b l e t o i d e n t i f y t h e b a c k s c a t t e r

f a r z o n e t r a n s f e r f u n c t i o n o f t h e t h i n w i r e t a r g e t

   

g 1 E L . 1 - ( - 1 ) n e - S T ] 2 [ s / s n s / s :

n = 1 ( n w ) 2 C ‘ 3 ; 2
( n u )

H ( S . 9 ) =

+ 1

s o t h a t t h e t i m e d o m a i n f a r z o n e b a c k s c a t t e r e d f i e l d c a n b e r e p r e s e n t e d

a s

° 2

o 2 1 6 : ( : / : ) - 1 % ' e ( t ) * h ( t . 6 )
( 5 . 2 . 9 ) E b s ( ¥ , c ) = E

w h e r e

h ( t , 6 ) = L ' 1 { H ( s , e ) } ( 5 . 2 . 1 0 )

i s t h e i m p u l s e r e s p o n s e o f t h e t a r g e t i n t h e b a c k s c a t t e r d i r e c t i o n

( i . e . t h e r e s p o n s e t o e ( t ) = 6 ( t ) . )

A s e x p e c t e d , t h e i m p u l s e r e s p o n s e i s a f u n c t i o n o f t a r g e t

a s p e c t , w h i l e t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s u s e d t o c o n s t r u c t t h e r e s p o n s e

a r e n o t . P e r f o r m i n g t h e L a p l a c e i n v e r s i o n i n ( 5 . 2 . 1 0 ) a l l o w s t h e

c a l c u l a t i o n o f t h e t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e i n b o t h t h e e a r l y

a n d l a t e - t i m e r e g i o n s . A l t h o u g h t h e e a r l y - t i m e r e s p o n s e i s p r o b a b l y

i n c o r r e c t ( d u e t o t h e q u e s t i o n a b l e v a l i d i t y o f t h e c l a s s - 2 c o u p l i n g
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c o e f f i c i e n t s ) i t d o e s p r o v i d e a h e l p f u l i n d i c a t i o n o f w h e r e l a t e - t i m e

b e g i n s . ( I t i s o f c o u r s e r e m e m b e r e d t h a t t h e e a r l y - t i m e r e s p o n s e w a s

n o t u s e d i n t h e d e v e l o p m e n t o f t h e E — p u l s e t h e o r y . )

5 . 3 S a m p l e d P o i n t C o n v o l u t i o n

T o d e m o n s t r a t e t h e v a l i d i t y o f t h e E - p u l s e c o n c e p t i t i s

n e c e s s a r y t o p e r f o r m t h e t i m e d o m a i n c o n v o l u t i o n g i v e n i n ( 4 . 4 . 2 ) .

S i n c e a m e a s u r e d r e s p o n s e i s s a m p l e d a t d i s c r e t e p o i n t s i n t i m e i t i s

t e m p t i n g t o u s e s t a n d a r d d i s c r e t e p o i n t c o n v o l u t i o n . T h i s c o r r e s p o n d s

t o u s i n g r e c t a n g u l a r r u l e i n t e g r a t i o n , a n d a l t h o u g h i t m i g h t b e w e l l

m o t i v a t e d i n t h e p r e s e n c e o f e x p e r i m e n t a l n o i s e , i t d o e s n o t r e p r e s e n t

s u f f i c i e n t a c c u r a c y w h e n u s i n g t h e o r e t i c a l d a t a w h e r e " p e r f e c t "

e x t i n c t i o n i s t o b e e x p e c t e d . I t a l s o n e g l e c t s t h e f a c t t h a t t h e

E - p u l s e w a v e f o r m i s k n o w n e x p l i c i t l y .

M o r e a c c u r a t e c o n v o l u t i o n r e q u i r e s a n i n t e r p o l a t i o n b e t w e e n t h e

p o i n t s o f t h e s a m p l e d r e s p o n s e . S t a n d a r d t e c h n i q u e s m a k e u s e o f t h e

s a m p l i n g t h e o r e m w h i c h a l l o w s t h e e x a c t r e c o n s t r u c t i o n o f a b a n d l i m i t e d

s i g n a l f r o m a f i n i t e s a m p l i n g d e n s i t y . H o w e v e r , t h e n a t u r a l m o d e

r e s p o n s e o f a t a r g e t i s n o t b a n d l i m i t e d a n d , p r a c t i c a l l y s p e a k i n g ,

i t i s v e r y d i f f i c u l t t o e s t i m a t e t h e h i g h e s t f r e q u e n c y e x c i t e d b y t h e

i n c i d e n t w a v e o r p a s s e d b y t h e m e a s u r e m e n t s y s t e m . S o , a d i f f e r e n t

m e t h o d o f i n t e r p o l a t i o n i s n e e d e d .

A v e r y c o m m o n m e t h o d o f i n t e r p o l a t i o n u s e s c u b i c s p l i n e s . H e r e

a c u b i c p o l y n o m i a l i s p a s s e d b e t w e e n a d j o i n i n g s a m p l e p o i n t s i n t h e

m e a s u r e d r e s p o n s e , a n d c o n v o l u t i o n r e d u c e s t o S i m p s o n ' s g - r u l e

i n t e g r a t i o n [ E 8 ] . A m u c h s i m p l e r r o u t i n e i n v o l v e s r e p l a c i n g t h e c u b i c



1 4 2

b y a s t r a i g h t l i n e . T h e n t h e i n t e r p o l a t i o n b e c o m e s l i n e a r , a n d

c o n v o l u t i o n r e d u c e s t o t r a p e z o i d a l r u l e i n t e g r a t i o n . T h e a m o u n t o f

i n c r e a s e i n a c c u r a c y u s i n g t r a p e z o i d a l r u l e i n t e g r a t i o n o v e r r e c t a n g u l a r

r u l e i n t e g r a t i o n i s q u i t e s u b s t a n t i a l . T h e r e i s a n o t h e r l a r g e j u m p i n

a c c u r a c y i n g o i n g t o S i m p s o n ' s r u l e , b u t t h e c o m p l e x i t y a d d e d d o e s n o t

j u s t i f y i t s i m p l e m e n t a t i o n . T h u s , t h i s s e c t i o n w i l l c o n s i d e r o n l y

l i n e a r i n t e r p o l a t i o n .

T w o c a s e s o f t r a p e z o i d a l r u l e c o n v o l u t i o n w i l l b e c o n s i d e r e d

s e p a r a t e l y . F o r e a c h i t i s f i r s t n e c e s s a r y t o r e p r e s e n t t h e m e a s u r e d

r e s p o n s e r ( t ) i n t e r m s o f l i n e a r i n t e r p o l a t i o n c o e f f i c i e n t s . T h i s i s

d o n e b y l e t t i n g

 

r ( t ) = m i t + b i t z i i t : _ < _ t i + 1 ( 5 . 3 . 1 )

w h e r e

m = r ( t i “ ) - r ( t i ) ( 5 . 3 . 2 )
1 D T

b i = r ( t i ) - m i t i ( 5 . 3 . 3 )

a n d

t i = ( i - 1 ) D T ( 5 . 3 . 4 )

w h e r e D T i s t h e t i m e b e t w e e n s a m p l e d p o i n t s .

N o w c o n s i d e r t h e s e p a r a t e c a s e s o f t h e r e c t a n g u l a r p u l s e
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f u n c t i o n b a s e d E - p u l s e a n d t h e d a m p e d s i n u s o i d b a s e d E - p u l s e .

I . R e c t a n g u l a r P u l s e B a s e d E - p u l s e

T h e r e c t a n g u l a r p u l s e b a s e d E - p u l s e w a v e f o r m i s g i v e n b y

M

e ( t ) = Z a u m ( t ) ( 5 . 3 . 5 )
m = 1

w h e r e

1 ( m - 1 ) A § t § m 0

P m ( t ) = ( 5 . 3 . 6 )

0 e l s e w h e r e

T h u s , t h e c o n v o l u t i o n o f t h e E - p u l s e w i t h t h e m e a s u r e d r e s p o n s e i s

j u s t

T e

C ( t ) = e ( t ) * r ( t ) = f
' o fi r

v o
z

l P m ( t ' ) r ( t - t ' ) d t '

M m A
= Z a f r ( t - t ' ) d t ' ( 5 . 3 . 7 )
m = 1 m ( m - 1 ) A

T h i s i s s i m p l i f i e d b y e m p l o y i n g t h e c h a n g e o f v a r i a b l e s

I = t - t ' ( 5 . 3 . 8 )

T h e n

M t - ( m - 1 ) A

e ( t ) = Z a f r ( T ) d T ( 5 . 3 . 9 )
m = 1 m t - m A
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B y s u b s t i t u t i n g t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n f o r r ( t ) g i v e n b y ( 5 . 3 . 1 ) ,

t h e i n t e g r a l i n ( 5 . 3 . 9 ) c a n a l s o b e w r i t t e n a s

M

e ( t ) = E a m [ I k _ l ( t - m A , r k ) + I k ( T k , t - ( m — 1 ) A ) +

m — l 1 m 1 m 2 m 2 m

k z m - l

+ i = £ I i ( r i , r i + 1 ) ( 5 . 3 . 1 0 )

1 m

w h e r e

T 2
I i ( r l , r z ) = f ( m i r + b i ) d r

T 1

: ( T Z - T 1 ) ( b i + ' 2 — - ( T 2 + T 1 ) ) ( 5 . 3 . 1 1 )

T h e v a l u e s o f k 1 m a n d k 2 m u s e d i n t h e s u m m a t i o n i n ( 5 . 3 . 1 0 ) a r e g i v e n

b y

k l m = 2 + i n t ( ( c - m A ) / D T ) ( 5 . 3 . 1 2 )

k z m . 1 + i n t ( ( t - ( m - 1 ) A ) / D T ) ( 5 . 3 . 1 3 )

w h e r e i n t ( x ) r e p r e s e n t s t h e i n t e g e r p a r t o f t h e r e a l n u m b e r x .

T w o i m p o r t a n t n o t e s a r e i n o r d e r . F i r s t , i t w a s a s s u m e d i n

t h i s a n a l y s i s t h a t t h e f i r s t s a m p l e d p o i n t o f r ( t ) o c c u r s a t t = 0 . I f

t h i s i s n o t t h e c a s e i t i s m e r e l y n e c e s s a r y t o s h i f t t h e o r i g i n o f

t h e r e s p o n s e . S e c o n d , i f T 1 o r 1 2 a r e e v e r l e s s t h a n z e r o t h e y s h o u l d

b e s e t t o z e r o t o o b t a i n t h e e x p e c t e d c o n t r i b u t i o n f r o m r ( t ) .
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I I . D a m p e d S i n u s o i d B a s e d E - p u l s e

F o r t h i s c a s e t h e E - p u l s e w a v e f o r m c a n b e w r i t t e n a s

M . . .

= O m t ~ ~
e ( t ) m g l a m e c o s ( w m t + ¢ m ) ( 5 . 3 . 1 4 )

a n d s o t h e c o n v o l u t i o n o f t h e E - p u l s e w i t h t h e m e a s u r e d r e s p o n s e

b e c o m e s

T e M 5 1 2 ' ~ 1

e ( t ) = e ( t ) * r ( t ) = f 2 d u e m c o s ( w m t ' + ¢ m ) r ( t - t ' ) d t '
o m = 1 ‘

( 5 . 3 . 1 5 )

B y t h e c h a n g e o f v a r i a b l e s ( 5 . 3 . 8 ) t h i s c a n b e w r i t t e n a s

M t 6 ( t - T )c ( t ) = Z a f e m 6 6 5 ( 6 m ( c - T ) + ¢ m ) r ( r ) d r ( 5 . 3 . 1 6 )
= 1 :

S u b s t i t u t i n g t h e l i n e a r a p p r o x i m a t i o n f o r r ( t ) r e s u l t s i n

M

e ( t ) = Z a 1 _ ( t - T , r ) + 1 ( r , c ) +
m = 1 m m , k 1 1 e k 1 m , k 2 k 2

k z - l

+ Z 1 m 1 ( T i , r l + 1 ) ( 5 . 3 . 1 7 )
i - k l

w h e r e

I ( T T ) = } 2 ( T + b ) 5 m ( t - T ) ( ~ ( t - T ) + $ ) d ( 5 3 1 8 )3 1 , 1 1 , 2 T m i 1 e C O S m m m T . .

1

T h e i n t e g r a l i n ( 5 . 3 . 1 8 ) i s m o s t e a s i l y c a l c u l a t e d u s i n g c o m p l e x
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a l g e b r a

1 2 ~ _ ~ _ ~

= R e { 1 ( m i T + b i ) e o n ( t T ) e j ( w n ( t T ) + ¢ 1 ’ 1 ) < 1 1 }
I n , i ( T 1 ’ T 2 ) T 1

R e { e ( s n t + j ¢ n ) ( l l ( 1 2 ) + 1 2 ( 1 2 ) - I l ( T l ) - I Z ( T 1 ) ) } ( 5 . 3 . 1 9 )

w h e r e 3 n = o + j w a n d

 

 

I - § n r ~
_ § S n # 0

n

1 1 ( r ) = ( ( 5 . 3 . 2 0 )

A T § = 0
1 ' 1

a n d

- s n r
’ e § f - — ( - § n r - 1 ) s # 0

n

1 2 ( 1 ) = < ( 5 . 3 . 2 1 )
2T . . .

L 2 S n - 0 

A l s o , t h e v a l u e s o f k 1 a n d k 2 u s e d i n e q u a t i o n ( 5 . 3 . 1 7 ) a r e g i v e n b y

k 1 = 2 + i n t ( ( t - T e ) / D T ) ( 5 . 3 . 2 2 )

k 2 = 1 + i n t ( t / D T ] ( 5 . 3 . 2 3 )

N o t e t h a t i t i s a g a i n a s s u m e d t h a t t h e f i r s t s a m p l e o c c u r s

a t t = 0 a n d t h a t T 1 a n d T 2 s h o u l d n o t b e a l l o w e d t o b e l e s s t h a n z e r o .
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5 . 4 Q u a n t i f y i n g E - p u l s e D i s c r i m i n a t i o n

W h e n u s i n g E - p u l s e w a v e f o r m s i t i s u s u a l l y q u i t e d i f f i c u l t t o

t e l l w h e n o n e w a v e f o r m d i s c r i m i n a t e s " b e t t e r " t h a n a n o t h e r . I f t h e

r e s p o n s e d a t a i s e x p e r i m e n t a l t h e d e c i s i o n m u s t r e m a i n s u b j e c t i v e .

H o w e v e r , i n t h e c a s e o f a n a r t i f i c i a l l y c o n s t r u c t e d r e s p o n s e , i t i s

p o s s i b l e t o q u a n t i f y d i s c r i m i n a t i o n e x p l i c i t l y .

C o n s i d e r t h e c a s e o f t h e t h i n c y l i n d e r b a c k s c a t t e r e d f i e l d

r e s p o n s e g i v e n i n ( 5 . 2 . 6 ) . I f t h e i n c i d e n t f i e l d w a v e f o r m e ( t ) i s

s y n t h e s i z e d a s a n E - p u l s e f o r a p a r t i c u l a r t h i n c y l i n d e r t a r g e t , t h e

t r a n s f o r m r e p r e s e n t a t i o n E ( s ) w i l l b e z e r o a t t h e i m p o r t a n t n a t u r a l

f r e q u e n c i e s o f t h a t t a r g e t , a n d t h e t i m e d o m a i n s c a t t e r e d f i e l d w i l l

b e z e r o i n t h e l a t e - t i m e . H o w e v e r , i f t h e t a r g e t i s n o t t h e o n e

e x p e c t e d i t w i l l h a v e d i f f e r e n t n a t u r a l f r e q u e n c i e s t h a n e x p e c t e d .

T h e s e w i l l b e e x c i t e d b y e ( t ) , a n d t h e b a c k s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e

w i l l h a v e n o n z e r o l a t e - t i m e e n e r g y . N o w , m o r e t h a n o n e E - p u l s e c a n b e

c o n s t r u c t e d t o e l i m i n a t e t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e e x p e c t e d

t a r g e t , a n d e a c h w i l l e x c i t e t h e m o d e s o f t h e u n e x p e c t e d t a r g e t . T h e

q u e s t i o n i s , h o w t o d e c i d e w h i c h E - p u l s e l e a d s t o " b e s t "

d i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n t h e t a r g e t s ?

A s i m p l e a n d i n f o r m a t i v e m e a s u r e o f t h i s d i s c r i m i n a t i o n i s

g i v e n b y t h e v a l u e o f t h e l a t e - t i m e e n e r g y o f t h e s c a t t e r e d f i e l d

r e s p o n s e ( o r , e q u i v a l e n t l y , t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e . ) I n e s s e n c e , t h e

e n e r g y m e a s u r e s t h e " a m o u n t " o f i n f o r m a t i o n t h a t i s a v a i l a b l e f o r

a n a l y s i s . I f t h e t a r g e t i s t h e o n e e x p e c t e d t h e e n e r g y i n t h e l a t e -

t i m e r e s p o n s e i s z e r o . I f t h e t a r g e t i s n o t t h e o n e e x p e c t e d t h e n t h e

e n e r g y w i l l b e n o n z e r o ( a n d f i n i t e . ) T h e E - p u l s e w h i c h d i s c r i m i n a t e s



b e s t i s t h e n d e f i n e d a s

l a t e - t i m e e n e r g y .

I n t h e s p i r i t o f

d i s c r i m i n a t i o n a r e a , D ,

e n e r g y o f t h e l a t e - t i m e
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t h e o n e w h i c h r e s u l t s i n t h e g r e a t e s t v a l u e o f

t h e c l a s s i c a l r a d a r c r o s s s e c t i o n , t h e

c a n b e d e f i n e d a s t h e r a t i o o f t h e s i g n a l

f a r z o n e s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e w a v e f o r m i n

a p a r t i c u l a r d i r e c t i o n t o t h e s i g n a l e n e r g y i n t h e i n c i d e n t f i e l d

w a v e f o r m , m u l t i p l i e d b y t h e d i s t a n c e t o t h e t a r g e t s q u a r e d . T h e

n o r m a l i z a t i o n i s i m p o r t a n t s i n c e t h e v a l u e o f t h e s c a t t e r e d f i e l d

w a v e f o r m s i g n a l e n e r g y i s d e p e n d e n t u p o n t h e i n c i d e n t f i e l d w a v e f o r m

s i g n a l e n e r g y .

T
T + r / c E 3

T h u s , b a c k s c a t t e r d i s c r i m i n a t i o n a r e a i s g i v e n b y

- L - I E b S ( ? , t ) | 2 d t
E

 

1 1 m 1 ‘ 2 E

r - m
D b 8 8 4 n

1 1 m r 2 s
4 0 E — — - ( 5 . 4 . 1 )

e
[ + 0 0

e

( e ( t ) ) z d t

0
%
D
—
3

N o t e t h a t D h a s d i m e n s i o n o f a r e a ( a s d o e s r a d a r c r o s s s e c t i o n ) a n d i s

a n i m p o r t a n t f u n c t i o n o f t a r g e t a s p e c t a n d E - p u l s e w a v e f o r m s h a p e .

T h e d i s c r i m i n a t i o n a r e a i s e a s i l y c a l c u l a t e d f o r t h e c a s e o f

t h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t u s i n g t h e b a c k s c a t t e r r e s p o n s e g i v e n i n

( 5 . 2 . 6 ) .

g i v e n b y

T h e l a t e - t i m e s i g n a l e n e r g y i n t h i s r e s p o n s e w a v e f o r m i s
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L 2 ” r s i n z e ) 2 ( N O t 2

' ‘ " ' Q 6 “ c o s ( w t + c ) d t ( 5 . 4 . 2 )
r 2 £ E l 2 1 0 g ( L / a ) - 1 J l n 2 1 n n n

w h e r e Q n i s d e f i n e d a s

o n = 2 l E ( s n ) l l C n ( s n ) l ( 5 . 4 . 3 )

M u l t i p l y i n g o u t t h e s q u a r e i n ( 5 . 4 . 2 ) g i v e s

2 . 2 2 N NE _ _ _ L 8 1 1 1 0 Z Z Q

b 8 : 3 . 2 1 0 g ( L / a ) - 1 1 ( 5 - 4 - 4 )1 . 3 ( T E ) '
 Q . ( - I

i = 1 j = 1 i 3

w h e r e

0 0

I i ’ j ( t ) = £ E ( e o i t c o s ( m i t + ; i ) ) [ e o j t c o s ( m j t + § j ) ) d t ( 5 . 4 . 5 )

A s i n t h e c o n v o l u t i o n c a l c u l a t i o n s o f s e c t i o n 5 . 3 , t h e i n t e g r a l I i
9

i s q u i t e m e s s y t o c a l c u l a t e . A g r e a t d e a l o f s i m p l i f i c a t i o n i s

o b t a i n e d a g a i n b y u s i n g c o m p l e x a r i t h m e t i c . E x p a n d i n g t h e d a m p e d

c o s i n e f u n c t i o n s i n t e r m s o f c o m p l e x e x p o n e n t i a l s a n d i n t e g r a t i n g

y i e l d s

* s . # 0+ , + t7 e j ( C i + C j ) e ( s i S j ) t + e 3 ( c i - c j ) e ( s i S J ) : r
+ *

S i + s j S i S j s j # 0

1 i J ( c ) = % R e (

e 3 ( C i + C j ) t + e j ( c i - c j ) t S i - S j = 0
1 



1 5 0

0w h e r e s , =
i i

+ ' m .
J i

T h e s i g n a l e n e r g y i n t h e i n c i d e n t E - p u l s e w a v e f o r m i s e a s i l y

c a l c u l a t e d .

E - p u l s e t h i s i s j u s t

F o r t h e c a s e o f t h e r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n b a s e d

T e T e M 2

e = e 2 ( t ) d t = f [ Z 6 P ( c ) 1 d t ( 5 . 4 . 7 )
e _ m m j

o o m - 1

o r , s i m p l y

M
g 2e a A 2 a m ( 5 . 4 . 8 )
m = 1

w h e r e A i s t h e p u l s e w i d t h .

F o r t h e c a s e o f t h e d a m p e d s i n u s o i d b a s e d E - p u l s e , t h e s i g n a l

e n e r g y i s

M O t
X a e m c o s ( w t +
m m

m = 1

~

6
e
H
0

I n t e g r a t i n g g i v e s , a n a l o g o u s t o ( 5 .

M M
2 2 9
i = 1 j = 1

E
e i “ 3 1 1 1 1 ( T e )

w h e r e I i s g i v e n b y e q u a t i o n ( 5 .
1 . 1

- 2
9 ) ] d t ( 5 . 4 . 9 )
1 1 1

4 . 4 )

- I i , j ( 0 ) ] ( 5 . 4 . 1 0 )

4 . 6 ) w i t h c + $ a n d 3 + 6 .

T h e d i s c r i m i n a t i o n a r e a a s d e f i n e d i s u s e f u l i n m e a s u r i n g m a n y

t h i n g s . A s m e n t i o n e d e a r l i e r , i t s m a j o r p u r p o s e i s t o m e a s u r e t h e

r e l a t i v e m e r i t o f E - p u l s e s w h i c h , w h i l e e l i m i n a t i n g t h e s a m e s e t o f
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n a t u r a l f r e q u e n c i e s , h a v e d i f f e r e n t w a v e f o r m s h a p e s . B u t i t c a n a l s o

m e a s u r e t h e s e n s i t i v i t y o f E - p u l s e d i s c r i m i n a t i o n t o t a r g e t a s p e c t ,

t a r g e t s i z e , a n d t h e a c t u a l n u m b e r o f m o d e s p r e s e n t i n t h e m e a s u r e d

r e s p o n s e .

5 . 5 E x a m p l e s o f E - p u l s e D i s c r i m i n a t i o n

T h i s s e c t i o n w i l l i n v e s t i g a t e t h i n c y l i n d e r E - p u l s e d i s c r i m i -

n a t i o n u n d e r a v a r i e t y o f c i r c u m s t a n c e s i n c l u d i n g t h e p r e s e n c e o f

r a n d o m n o i s e a n d s p u r i o u s n a t u r a l m o d e c o n t e n t . I t w i l l a l s o c o n s i d e r

s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n a n d d i s c r i m i n a t i o n b a s e d o n b o t h t h e t h i n

c y l i n d e r t a r g e t a n d r e s u l t s f r o m t h e m e a s u r e m e n t o f a m o r e c o m p l e x

a i r c r a f t t a r g e t m o d e l . L a s t l y , a p p l i c a t i o n o f f r e q u e n c y d o m a i n

" s h a p i n g " f o r i m r o v e d s i n g l e m o d e a n d E - p u l s e d i s c r i m i n a t i o n w i l l b e

a d d r e s s e d .

5 . 5 . 1 E - p u l s e D i s c r i m i n a t i o n

V e r i f i c a t i o n o f t h e E - p u l s e c o n c e p t i s e a s i l y a c c o m p l i s h e d b y

c o n v o l v i n g a n E - p u l s e s y n t h e s i z e d t o e l i m i n a t e t h e n a t u r a l m o d e s o f a

t h i n c y l i n d e r t a r g e t w i t h t h e i m p u l s e r e s p o n s e o f t h e t a r g e t . F i g u r e

5 . 5 . 1 . 1 d i s p l a y s t h e i m p u l s e r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r o f l e n g t h L

a n d r a d i u s a = L / 2 0 0 o r i e n t e d a t 6 = 6 O O , c o n s t r u c t e d v i a e q u a t i o n ( 5 . 2 . 1 0 )

a t 6 0 0 p o i n t s i n t i m e u s i n g t h e f i r s t f i v e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f

F i g u r e 5 . 2 . 1 . N o t e t h e e x p e c t e d e a r l y t i m e r e g i o n e x t e n d i n g f r o m t = 0

t o t = 2 T , w h e r e t h e o n e w a y t r a n s i t t i m e o f t h e c y l i n d e r i s

T = c o s ( 6 0 ° ) L / c = 0 . 5 L / c . T h i s f o r c e d p e r i o d i s f o l l o w e d i m m e d i a t e l y

b y t h e n a t u r a l r e s p o n s e .
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F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 . I m p u l s e r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r o r i e n t e d a t e = 6 0 ° ,
c o n s t r u c t e d u s i n g f i r s t f i v e n a t u r a l f r e q u e n c i e s .
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N a t u r a l a n d f o r c e d r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n b a s e d E - p u l s e s

h a v e b e e n s y n t h e s i z e d u s i n g t h e a n a l y s i s o f s e c t i o n 4 . 6 t o e l i m i n a t e

t h e f i r s t f i v e n a t u r a l m o d e s o f t h e t h i n c y l i n d e r r e s p o n s e , a n d a r e

s h o w n i n F i g u r e s 5 . 5 . 1 . 2 t h r o u g h 5 . 5 . 1 . 5 . F i g u r e 5 . 5 . 1 . 2 d i s p l a y s a

n a t u r a l E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n w h i l e F i g u r e 5 . 5 . 1 . 3 s h o w s a

n a t u r a l D C E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n . A f o r c e d E - p u l s e o f d u r a t i o n

T e = 2 . 5 L / c c a n b e s e e n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 4 a n d a f o r c e d E - p u l s e o f

d u r a t i o n T e = 1 . 8 L / c i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 5 . A s o b s e r v e d i n t h e

p r e v i o u s c h a p t e r , a l l o f t h e s e E - p u l s e s a r e f a i r l y s m o o t h , e x c e p t t h e

s h o r t e r f o r c e d E - p u l s e w h i c h e x h i b i t s a h i g h l y o s c i l l a t o r y b e h a v i o r .

A l s o , e a c h E - p u l s e h a s a D C c o m p o n e n t e x c e p t t h e n a t u r a l D C E - p u l s e .

T h e s p e c t r a o f t h e f o u r E — p u l s e s a r e c a l c u l a t e d u s i n g e q u a t i o n

( 4 . 5 . 4 . 2 2 ) a n d t h e i r m a g n i t u d e i s p l o t t e d i n F i g u r e s 5 . 5 . 1 . 6 a n d

5 . 5 . 1 . 7 v e r s u s w f o r o = - O . 2 6 0 1 c / L . I t i s s e e n t h a t e a c h s p e c t r u m

h a s t h e e x p e c t e d z e r o a t t h e f i r s t n a t u r a l f r e q u e n c y o f t h e t h i n

c y l i n d e r , 3 = - 0 . 2 6 0 1 + j 2 . 9 0 6 c / L . I t i s a l s o s e e n t h a t w h i l e t h e
1

s p e c t r a a r e n o t z e r o a t t h e v a l u e s o f w c o r r e s p o n d i n g t o t h e h i g h e r

o r d e r m o d e s o f t h e c y l i n d e r , t h e y a r e v e r y s m a l l . T h i s s h o w s t h a t t h e

E - p u l s e s a r e n o t t e r r i b l y s e n s i t i v e t o t h e v a l u e o f t h e r e a l p a r t o f

t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s , a n d s h o u l d b e m o r e s e n s i t i v e d i s c r i m i n a t o r s

o f w a s o p p o s e d t o o . I t i s a l s o v e r y i n t e r e s t i n g t o n o t e t h a t d u e t o

t h e p e r i o d i c n a t u r e o f t h e s p e c t r a ( a r e s u l t o f t h e " w i n d o w i n g " o r

f i n i t e d u r a t i o n r e q u i r e m e n t ) t h e r e a r e m i n i m u m p o i n t s a t v a l u e s o f w

h i g h e r t h a n t h e l a r g e s t v a l u e o f t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e f r e q u e n c i e s

t o b e e l i m i n a t e d . T h i s i n d i c a t e s t h a t m o d e s o t h e r t h a n t h o s e i n t e n d e d

m a y b e ( n e a r l y ) e l i m i n a t e d .
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P e r h a p s t h e m o s t i m p o r t a n t c h a r a c t e r i s t i c o f t h e E - p u l s e

s p e c t r a i s t h e d i s t r i b u t i o n o f t h e p e a k s . T h e n a t u r a l E - p u l s e a n d t h e

f o r c e d E - p u l s e o f l o n g e r d u r a t i o n b o t h h a v e a m a j o r i t y o f t h e i r e n e r g y

l o c a t e d n e a r m = 0 . 0 n t h e o t h e r h a n d , t h e f o r c e d E - p u l s e o f s h o r t e r

d u r a t i o n h a s m o s t o f i t s e n e r g y l o c a t e d a t a f r e q u e n c y h i g h e r t h a n t h e

l a r g e s t f r e q u e n c y t o b e e l i m i n a t e d . T h i s i s a c t u a l l y t h e f r e q u e n c y o f

o s c i l l a t i o n o f t h e E - p u l s e w a v e f o r m . E x p e r i e n c e h a s s h o w n t h a t a s t h e

d u r a t i o n o f t h i s E - p u l s e i s r e d u c e d , t h e f o r m o f t h e o s c i l l a t i o n

r e m a i n s t h e s a m e - - t h a t i s , t h e p u l s e a m p l i t u d e s a l t e r n a t e i n s i g n .

T h u s , t h e f r e q u e n c y o f o s c i l l a t i o n i n c r e a s e s a n d t h e p e a k m o v e s

f a r t h e r u p i n f r e q u e n c y . L a s t l y , t h e s p e c t r u m o f t h e n a t u r a l D C

E - p u l s e a p p e a r s t o h a v e n o l a r g e l o c a l p e a k s . R a t h e r , t h e r e i s a n

e v e n s p r e a d o f p e a k s a n d v a l l e y s . I t w i l l b e c o m e a p p a r e n t t h a t t h i s

l a t t e r s p e c t r u m s h a p e i s t h e m o s t d e s i r e d f o r d i s c r i m i n a t i o n

p u r p o s e s .

V e r i f i c a t i o n o f t h e E - p u l s e c o n c e p t i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 8 .

T h e n a t u r a l E - p u l s e o f F i g u r e 5 . 5 . 1 . 2 h a s b e e n c o n v o l v e d ( u s i n g t h e

t e c h n i q u e o f s e c t i o n 5 . 3 ) w i t h t h e t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e o f

F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 . T h e r e s u l t i s s e e n t o b e c o m p o s e d o f a n o n z e r o e a r l y -

t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e f o l l o w e d b y a n u l l l a t e - t i m e p e r i o d . T h u s ,

t h e E - p u l s e h a s s u c c e e d e d i n e l i m i n a t i n g t h e f i v e n a t u r a l m o d e s o f t h e

t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e . N o t e t h a t t h e l a t e - t i m e p e r i o d b e g i n s

a t t = T e + 2 T , a s r e q u i r e d b y t h e c o n v o l u t i o n . T h e n o n z e r o e a r l y - t i m e

c o n v o l v e d r e s p o n s e p e r i o d c a n b e v e r y u s e f u l b y p r o v i d i n g a c o m p a r i s o n

f o r d e t e r m i n i n g t h e q u a l i t y o f t h e a n n u l l e d p o r t i o n o f t h e r e s p o n s e

i n t h e c a s e o f a n i m p e r f e c t " e x t i n c t i o n " ( d u e t o n o i s e , e r r o r s i n t h e
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n a t u r a l f r e q u e n c i e s , e t c . )

D i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n d i f f e r i n g t h i n c y l i n d e r t a r g e t s i s

d e m o n s t r a t e d b y c o n v o l v i n g t h e n a t u r a l E - p u l s e o f F i g u r e 5 . 5 . 1 . 2 w i t h

t h e i m p u l s e r e s p o n s e o f a t a r g e t 5 % l o n g e r a n d a t a r g e t 1 0 % l o n g e r .

T h e r e s u l t s a r e a l s o s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 8 . I t i s s e e n t h a t w h i l e

t h e l a t e - t i m e r e s p o n s e o f t h e e x p e c t e d t a r g e t h a s b e e n a n n u l l e d , t h e

r e s p o n s e s o f t h e d i f f e r i n g t a r g e t s a r e n o n z e r o o v e r t h e s a m e p e r i o d .

D i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n t h e c o r r e c t a n d i n c o r r e c t t a r g e t s i s a c c o m -

p l i s h e d b y d i f f e r e n t i a t i n g b e t w e e n n u l l a n d n o n z e r o l a t e - t i m e

c o n v o l v e d r e s p o n s e s . S i m i l a r r e s u l t s a r e s h o w n i n F i g u r e s 5 . 5 . 1 . 9

a n d 5 . 5 . 1 . 1 0 f o r t h e f o r c e d E - p u l s e s . A g a i n , d i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n

t h e e x p e c t e d t a r g e t a n d a t a r g e t 5 % l o n g e r i s a c c o m p l i s h e d b y a

c o m p a r i s o n o f t h e a n n u l l e d a n d n o n z e r o l a t e - t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e s .

I t a p p e a r s t h a t t h e n a t u r a l E - p u l s e r e s u l t s i n t h e g r e a t e s t a m o u n t o f

l a t e - t i m e e n e r g y f o r t h e 5 % l o n g e r t a r g e t , a n d t h u s t h e g r e a t e s t

a m o u n t o f d i s c r i m i n a t i o n .

S e n s i t i v i t y o f E - p u l s e p e r f o r m a n c e t o t h e p r e s e n c e o f r a n d o m

n o i s e i s i n v e s t i g a t e d b y p e r t u r b i n g e a c h p o i n t o f t h e t h i n c y l i n d e r

i m p u l s e r e s p o n s e o f F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 b y a r a n d o m a m o u n t n o t e x c e e d i n g

1 0 % o f t h e m a x i m u m v a l u e o f t h e w a v e f o r m ( w h i c h i s e q u i v a l e n t t o

a d d i n g a w a v e f o r m c o n s i s t i n g o f u n c o r r e l a t e d r a n d o m n o i s e . ) T h e r e s u l t

i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 1 . A n a t t e m p t i s t h e n m a d e t o e x t i n g u i s h

t h i s n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e b y c o n v o l v i n g w i t h i t t h e f o r c e d a n d

n a t u r a l E - p u l s e s d i s c u s s e d e a r l i e r . A s e x p e c t e d , n o n e o f t h e r e s u l t i n g

c o n v o l v e d r e s p o n s e s a s s h o w n i n F i g u r e s 5 . 5 . 1 . 1 2 t h r o u g h 5 . 5 . 1 . 1 4

r e v e a l s a n i d e n t i c a l l y z e r o l a t e - t i m e p e r i o d . I n s t e a d , e a c h r e s u l t s
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i n a d i s t r i b u t i o n o f n o i s e a b o u t t h e z e r o l i n e . U s i n g t h e e a r l y - t i m e

r e g i o n f o r c o m p a r i s o n , a r e l a t i v e l y l a r g e a m o u n t o f n o i s e o n t h e

i m p u l s e r e s p o n s e w a v e f o r m a p p e a r s t o p r o d u c e a m u c h s m a l l e r a m o u n t o n

t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e s . T h i s i s n o t s u r p r i s i n g s i n c e t h e c o n v o l u t i o n

c a n b e v i e w e d a s a s m o o t h i n g p r o c e s s ( a s l o n g a s t h e E - p u l s e i s

r e l a t i v e l y s m o o t h ) , a v e r a g i n g a n d t h u s r e d u c i n g t h e o r i g i n a l n o i s e

c o n t e n t . A l s o p l o t t e d w i t h t h e s e c u r v e s i s t h e c o n v o l u t i o n o f t h e

E - p u l s e s w i t h a n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e o f a 5 % l o n g e r c y l i n d e r . F o r

t h e c a s e o f t h e n a t u r a l E - p u l s e a n d t h e f o r c e d E - p u l s e o f l o n g e r

d u r a t i o n , i t i s q u i t e e a s y t o s e p a r a t e t h e e f f e c t s o f n o i s e a n d t a r g e t

l e n g t h s e n s i t i v i t y , s u g g e s t i n g t h a t r a n d o m n o i s e w i l l n o t i n t e r f e r e

w i t h t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n . F o r t h e c a s e o f t h e s h o r t e r d u r a t i o n

f o r c e d E - p u l s e , h o w e v e r , a l l p o t e n t i a l t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n c a p a -

b i l i t y a p p e a r s t o b e l o s t i n t h e n o i s e .

T h e b e h a v i o r o f t h e v a r i o u s c o n v o l v e d r e s p o n s e s i n t h e p r e s e n c e

o f r a n d o m n o i s e i s e a s i l y e x p l a i n e d b y e x a m i n i n g t h e s p e c t r a o f t h e

E - p u l s e s . A d d i n g n o i s e t o t h e i m p u l s e r e s p o n s e o f F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 c a n

b e v i e w e d a s p e r t u r b i n g t h e v a l u e s o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s

c o n t a i n e d i n t h e r e s p o n s e . S i n c e t h e n a t u r a l E - p u l s e a n d t h e f o r c e d

E - p u l s e o f l o n g e r d u r a t i o n h a v e t h e i r m a j o r s p e c t r a l c o n t e n t a t l o w

f r e q u e n c i e s , t h e y w i l l e x c i t e w i t h g r e a t e s t a m p l i t u d e t h e s m a l l e s t

p e r t u r b e d f r e q u e n c y i n t h e n o i s y r e s p o n s e u p o n c o n v o l u t i o n . T h i s i s

i n d e e d t h e b e h a v i o r o b s e r v e d i n F i g u r e s 5 . 5 . 1 . 1 2 a n d 5 . 5 . 1 . 1 3 , w h e r e

t h e n o i s y w a v e f o r m o s c i l l a t e s w i t h l o w f r e q u e n c y a b o u t t h e z e r o l i n e .

I n c o n t r a s t , t h e f o r c e d E - p u l s e o f s h o r t e r d u r a t i o n h a s i t s g r e a t e s t

s p e c t r a l c o n t e n t a t a m u c h h i g h e r f r e q u e n c y . T h i s i s r e f l e c t e d i n
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F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 4 , w h e r e t h e n o i s e i s o b s e r v e d t o b e r a p i d l y o s c i l l a t i n g

a b o u t t h e z e r o l i n e . T h e l a r g e r a m p l i t u d e o f t h i s n o i s e i s d u e i n

p a r t t o t h e l a c k o f s m o o t h n e s s o f t h e E - p u l s e w a v e f o r m , w h i c h p r e v e n t s

a n e f f e c t i v e a v e r a g i n g o f t h e n o i s e c o n t e n t .

I t w a s m e n t i o n e d e a r l i e r t h a t t h e n a t u r a l E - p u l s e a p p e a r e d t o

r e s u l t i n t h e g r e a t e s t a m o u n t o f d i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n t h e e x p e c t e d

a n d l o n g e r t a r g e t . T h i s c a n b e i n v e s t i g a t e d i n m o r e d e p t h b y c a l c u -

l a t i n g t h e d i s c r i m i n a t i o n a r e a D ( a s d e s c r i b e d i n s e c t i o n 5 . 4 ) a s a

f u n c t i o n o f t a r g e t l e n g t h . F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 5 s h o w s n o r m a l i z e d b a c k -

s c a t t e r d i s c r i m i n a t i o n a r e a D / L 2 ( L = c y l i n d e r l e n g t h ) p l o t t e d a g a i n s t

n o r m a l i z e d t a r g e t l e n g t h f o r 9 = 6 O O , u s i n g t h e n a t u r a l E - p u l s e a n d

t h e f o r c e d E - p u l s e o f s h o r t e r d u r a t i o n . F o r e a c h c a s e t h e r e i s a n

e x p e c t e d z e r o a t a n o r m a l i z e d t a r g e t l e n g t h o f 1 . 0 . T h a t i s , e a c h

E - p u l s e e x t i n g u i s h e s t h e r e s p o n s e o f t h e e x p e c t e d t a r g e t . F o r l o n g e r

a n d s h o r t e r t a r g e t s t h e E - p u l s e s d o n o t e x t i n g u i s h t h e r e s p o n s e , a n d

t h e r e i s a n e t e n e r g y c o n t e n t i n t h e s c a t t e r e d f i e l d w a v e f o r m , a n d

t h u s a n o n z e r o v a l u e o f D / L Z . W h e n t h e n o r m a l i z e d t a r g e t l e n g t h i s

1 . 0 5 ( a 5 % l o n g e r t a r g e t ) t h e b a c k s c a t t e r d i s c r i m i n a t i o n a r e a i s m u c h

g r e a t e r f o r t h e c a s e o f t h e n a t u r a l E - p u l s e , v e r i f y i n g t h e m o r e

s u b j e c t i v e a s s e s s m e n t m a d e e a r l i e r . I t i s a p p a r e n t , h o w e v e r , t h a t t h e

n a t u r a l E - p u l s e w i l l d i s c r i m i n a t e l a r g e r t a r g e t s b e t t e r t h a n s m a l l e r

o n e s , s i n c e t h e v a l u e o f D / L 2 i s g r e a t e r f o r l o n g e r t a r g e t s . I n

c o n t r a s t , t h e f o r c e d E - p u l s e o f l e s s e r d u r a t i o n w i l l n o t d i s c r i m i n a t e

t a r g e t s w e l l u n l e s s t h e i r n o r m a l i z e d l e n g t h s a r e m u c h s m a l l e r - -

n e a r 0 . 3 3 o r 0 . 1 5 - - a s i n d i c a t e d b y t h e l a r g e v a l u e s o f D / L 2 a t t h e s e

l e n g t h s i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 5 . T h u s , t h i s f o r c e d E - p u l s e i s n e a r l y
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E - p u l s e o f d u r a t i o n T e = 1 . 8 L / c ( s o l i d l i n e ) .



1 7 2

u s e l e s s f o r d i s c r i m i n a t i n g s l i g h t d i f f e r e n c e s i n t a r g e t l e n g t h s .

T h e b e h a v i o r o f t h e d i s c r i m i n a t i o n a r e a a s a f u n c t i o n o f t a r g e t

l e n g t h c a n b e e x p l a i n e d b y e x a m i n i n g t h e s p e c t r a o f t h e t w o E - p u l s e s .

I n e s s e n c e , t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t a r e

i n v e r s e l y p r o p o r t i o n a l t o t a r g e t l e n g t h ( a s i n d i c a t e d i n t h e i r

n o r m a l i z a t i o n . ) T h u s , a l o n g e r t a r g e t h a s l o w e r n a t u r a l f r e q u e n c i e s .

S i n c e t h e n a t u r a l E - p u l s e h a s a m a j o r i t y o f i t s e n e r g y a t l o w e r

f r e q u e n c i e s , a n d s i n c e t h e s m a l l e r o r d e r n a t u r a l f r e q u e n c i e s h a v e

s m a l l e r d a m p i n g c o e f f i c i e n t s ( i . e . t h e l o w e r o r d e r n a t u r a l m o d e s m a k e

t h e g r e a t e s t c o n t r i b u t i o n t o t h e l a t e - t i m e s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e ) ,

t h e v a l u e o f D / L 2 i s g r e a t e r f o r l o n g e r t a r g e t s . O n t h e o t h e r h a n d ,

t h e f o r c e d E - p u l s e o f s h o r t e r d u r a t i o n h a s i t s e n e r g y c o n c e n t r a t e d

a t m u c h h i g h e r f r e q u e n c i e s . T h u s , t h e d i s c r i m i n a t i o n a r e a i s s m a l l

u n t i l t h e t a r g e t l e n g t h a p p r o a c h e s a v a l u e a t w h i c h t h e l o w e r o r d e r

n a t u r a l f r e q u e n c i e s c o i n c i d e w i t h t h e f r e q u e n c y o f E - p u l s e e n e r g y

c o n c e n t r a t i o n . F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 5 s h o w s t h i s t o o c c u r n e a r n o r m a l i z e d

l e n g t h s o f 0 . 3 3 a n d 0 . 1 5 .

T h e s p e c t r u m o f t h e n a t u r a l E - p u l s e a l s o e x p l a i n s a n o t h e r

i n t r i g u i n g a n o m a l y s e e n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 5 . I t i s s e e n t h a t t h e

s p e c t r u m m i n i m a a r e s p a c e d v e r y e v e n l y ( d u e , o f c o u r s e , t o t h e e v e n

s p a c i n g o f t h e t a r g e t n a t u r a l f r e q u e n c i e s t o b e e l i m i n a t e d ) a n d t h a t

t h e y r e p e a t a t h i g h e r f r e q u e n c i e s . T h u s , t h e r e s p o n s e s o f t a r g e t s

t h a t h a v e n a t u r a l f r e q u e n c i e s w h i c h a r e i n t e g r a l m u l t i p l e s o f t h o s e t o

b e e l i m i n a t e d a r e n e a r l y e x t i n g u i s h e d a s w e l l . T h i s i s r e f l e c t e d i n

F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 5 b y m i n i m a a t n o r m a l i z e d l e n g t h s o f 1 / 2 , 1 / 3 , 1 / 4 , e t c .

I n c o n t r a s t , t h e l a r g e p e a k i n t h e s p e c t r u m o f t h e s h o r t e r d u r a t i o n
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f o r c e d E - p u l s e p r e v e n t s s u c h m i n i m a i n t h e d i s c r i m i n a t i o n a r e a p l o t a t

t h e s e l e n g t h s .

T h e b a c k s c a t t e r d i s c r i m i n a t i o n a r e a h a s a l s o b e e n p l o t t e d v e r s u s

l e n g t h f o r t h e c a s e s o f t h e n a t u r a l D C E - p u l s e a n d t h e f o r c e d E - p u l s e

o f l o n g e r d u r a t i o n . T h i s i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 6 . T h e f o r c e d

E - p u l s e i s s e e n t o d i s c r i m i n a t e l o n g e r t a r g e t s m u c h b e t t e r t h a n s h o r t e r

t a r g e t s , a s d i d t h e n a t u r a l E - p u l s e . T h i s i s n o t s u r p r i s i n g , s i n c e t h e

w a v e f o r m s h a v e v e r y s i m i l a r s h a p e s . I t i s a l s o s e e n t h a t a t n o r m a l i z e d

l e n g t h s s m a l l e r t h a n 1 / 2 , D / L 2 i s n e a r l y z e r o f o r t h e f o r c e d E - p u l s e ,

a n d d i s c r i m i n a t i o n i s q u i t e d i f f i c u l t . T h e r e a s o n f o r t h i s i s

r e v e a l e d b y t h e E - p u l s e s p e c t r u m , w h i c h s h o w s a l m o s t n o e n e r g y a t

h i g h e r f r e q u e n c i e s . I n c o n t r a s t , t h e n a t u r a l D C E - p u l s e i s s e e n t o

d i s c r i m i n a t e l a r g e r a n d s m a l l e r t a r g e t s e q u a l l y w e l l . T h i s i s b e c a u s e

t h e E - p u l s e e n e r g y i s s p r e a d e v e n l y a c r o s s a w i d e b a n d o f f r e q u e n c i e s .

H o w e v e r , a s w i t h t h e n a t u r a l E - p u l s e , t h e r e a r e m i n i m a a t l e n g t h s o f

1 / 2 , 1 / 3 , 1 / 4 , e t c . , d u e t o t h e e x t e n d e d p e r i o d i c n a t u r e o f t h e

s p e c t r u m .

T h e b a c k s c a t t e r d i s c r i m i n a t i o n a r e a c a n a l s o b e p l o t t e d v e r s u s

a s p e c t a n g l e a n d n u m b e r o f m o d e s p r e s e n t i n t h e r e s p o n s e . F i g u r e s

5 . 5 . 1 . 1 7 a n d 5 . 5 . 1 . 1 8 s h o w d i s c r i m i n a t i o n a r e a v e r s u s a s p e c t a n g l e f o r

t h e n a t u r a l a n d f o r c e d E - p u l s e s , a t a n o r m a l i z e d l e n g t h o f 1 . 0 5 .

A s e x p e c t e d , t h e r e i s n o s c a t t e r e d f i e l d f o r e n d - o n a s p e c t , s i n c e t h e

t h i n c y l i n d e r c a n n o t b e e x c i t e d a t t h i s o r i e n t a t i o n . F o r t h e c a s e o f

t h e n a t u r a l E - p u l s e , D / L 2 i n c r e a s e s f a i r l y s m o o t h l y f r o m e n d - o n t o

n o r m a l a s p e c t .

F i g u r e s 5 . 5 . 1 . 1 9 a n d 5 . 5 . 1 . 2 0 s h o w d i s c r i m i n a t i o n a r e a p l o t t e d
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v e r s u s t h e n u m b e r , N , o f n a t u r a l f r e q u e n c i e s u s e d t o c o n s t r u c t t h e

t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e , f o r a n o r m a l i z e d l e n g t h o f 1 . 0 . O f

c o u r s e , w h e n N 5 5 t h e f i v e m o d e E - p u l s e s e a c h e x t i n g u i s h t h e i m p u l s e

r e s p o n s e . H o w e v e r , f o r N > 6 t h e E - p u l s e s e x c i t e t h e h i g h e r o r d e r m o d e s ,

r e s u l t i n g i n a n o n z e r o l a t e - t i m e r e s p o n s e . T h e d i s c r i m i n a t i o n a r e a o f

t h e f o r c e d E - p u l s e o f s h o r t e r d u r a t i o n i s s e e n t o b e o r d e r s o f

m a g n i t u d e l a r g e r t h a n t h e d i s c r i m i n a t i o n a r e a o f t h e n a t u r a l a n d t h e

n a t u r a l D C E - p u l s e s . E x a m i n a t i o n o f t h e E - p u l s e s p e c t r a e x p l a i n s t h e

r e a s o n f o r t h i s . S i n c e t h e s h o r t e r d u r a t i o n f o r c e d E - p u l s e h a s a

l a r g e a m o u n t o f e n e r g y a t h i g h e r f r e q u e n c i e s , a n d t h e o t h e r s p e c t r a

a r e m u c h s m a l l e r a t t h e s e f r e q u e n c i e s , t h e h i g h e r o r d e r m o d e s a r e

e x c i t e d m o s t e f f e c t i v e l y b y t h e s h o r t e r d u r a t i o n f o r c e d E - p u l s e .

E m p l o y i n g a n E - p u l s e r e l a t i v e l y i n s e n s i t i v e t o t h e e x a c t

n u m b e r o f n a t u r a l m o d e s p r e s e n t i n a m e a s u r e d t a r g e t r e s p o n s e i s

p o t e n t i a l l y v e r y i m p o r t a n t . A s i t i s i m p o s s i b l e t o a c c u r a t e l y d e t e r -

m i n e a l l t h e n a t u r a l m o d e s o f a c o m p l e x t a r g e t , o n l y a f i n i t e n u m b e r

w i l l b e a v a i l a b l e f o r d i s c r i m i n a t i o n p u r p o s e s , w h i l e a n a c t u a l

r e s p o n s e m a y c o n t a i n m a n y m o r e . F i g u r e s 5 . 5 . 1 . 1 9 a n d 5 . 5 . 1 . 2 0

i n d i c a t e t h a t a n E - p u l s e s h o u l d b e c o n s t r u c t e d s o a s t o E g g h a v e a

r e l a t i v e l y l a r g e a m o u n t o f e n e r g y i n a r e g i o n o f t h e s p e c t r u m w h e r e

t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t a r g e t a r e n o t a c c u r a t e l y k n o w n . T o

t h i s e x t e n t , t h e f o r c e d E - p u l s e o f s m a l l e r d u r a t i o n i s n o t a g o o d

c h o i c e f o r t h e u s e i n v e s t i g a t e d i n t h i s s e c t i o n .

I t b e c o m e s e x p e d i e n t a t t h i s p o i n t t o a s k t h e q u e s t i o n : w h a t

i s t h e f o r m o f t h e " b e s t " E - p u l s e ? T h e r e s u l t s o f t h i s s e c t i o n h a v e

s h o w n t h a t f o r a c c e p t a b l e p e r f o r m a n c e i n t h e p r e s e n c e o f n o i s e i t i s
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i m p o r t a n t t h a t t h e w a v e f o r m b e r e l a t i v e l y s m o o t h . T h e s p e c t r u m o f t h e

w a v e f o r m s h o u l d a l s o t a k e a n i d e a l f o r m . I t s h o u l d b e z e r o o v e r a

s m a l l r a n g e o f o a n d w a r o u n d t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s t o b e e l i m i n a t e d .

T h a t w a y , i f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t a r g e t a r e n o t k n o w n w i t h

g r e a t p r e c i s i o n , t h e r e i s a l i t t l e l e e w a y a v a i l a b l e . T h e s p e c t r u m

s h o u l d t h e n b e c o n s t a n t a t a l l c o m p l e x f r e q u e n c i e s i n b e t w e e n , u p t o a

r a n g e b e y o n d w h i c h t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t a r g e t a r e n o t w e l l

k n o w n , a n d z e r o e v e r y w h e r e o u t s i d e t h i s r a n g e . W i t h t h i s t y p e o f

s p e c t r u m , e a c h o f t h e k n o w n n a t u r a l f r e q u e n c i e s w o u l d b e e l i m i n a t e d ,

w h i l e t h o s e o f a n u n k n o w n t a r g e t w o u l d e a c h b e e x c i t e d w i t h s i m i l a r

a m p l i t u d e s . F o r t h e v e r y s i m p l e c a s e o f a t a r g e t w i t h e q u a l d a m p i n g

c o e f f i c i e n t s , t h e s p e c t r u m m i g h t a p p e a r a s i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 2 1 .

T h e s p e c t r u m s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 2 1 d o e s n o t , o f c o u r s e ,

c o r r e s p o n d t o a f i n i t e d u r a t i o n w a v e f o r m , s i n c e i t i s f r e q u e n c y

l i m i t e d [ 7 2 ] . T h e q u e s t i o n t h e n b e c o m e s w h e t h e r i t i s p o s s i b l e t o

a r r i v e a t a f i n i t e d u r a t i o n E - p u l s e w i t h a s p e c t r u m a t a l l s i m i l a r t o

t h e i d e a l . F o r t h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t , a g o o d a p p r o x i m a t i o n t o t h i s

s p e c t r u m h a s a l r e a d y b e e n i d e n t i f i e d . F i g u r e 5 . 5 . 1 . 7 , i t i s r e m e m b e r e d ,

d i s p l a y s t h e s p e c t r u m o f t h e n a t u r a l D C E - p u l s e . T h i s s p e c t r u m h a s

z e r o e s a t t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s t o b e e l i m i n a t e d , a n d h a s a f a i r l y

c o n s t a n t a m p l i t u d e a t f r e q u e n c i e s i n b e t w e e n . A l s o , i t i s s e e n t o

t a p e r o f f a t h i g h e r f r e q u e n c i e s w h e r e u n d e t e r m i n e d n a t u r a l f r e q u e n c i e s

m i g h t l i e . T h u s , t h e n a t u r a l D C E - p u l s e a p p e a r s t o b e t h e b e s t c h o i c e

f o r t h i n c y l i n d e r d i s c r i m i n a t i o n .

F o r m o r e c o m p l e x t a r g e t s , t h e n a t u r a l D C E - p u l s e m a y n o t h a v e

t h e d e s i r e d s p e c t r a l f o r m . A l s o , t h e n a t u r a l E - p u l s e s m a y h a v e a
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m i n i m u m d u r a t i o n l a r g e r t h a n t h a t d e s i r e d . I t m i g h t s t i l l b e

p o s s i b l e i n t h e s e c a s e s t o c o n s t r u c t E - p u l s e s w i t h s p e c t r a s i m i l a r t o

t h e i d e a l . T h e k e y l i e s i n u s i n g a d i f f e r e n t b a s i s s e t .

T h e s p e c t r u m o f t h e d a m p e d s i n u s o i d b a s e d E - p u l s e i s g i v e n b y

e q u a t i o n ( 4 . 5 . 2 . 9 ) . T h e t r a n s f o r m o f a s i n g l e d a m p e d s i n u s o i d i s

m e r e l y a p a i r o f p o l e s o f t h e f o r m l / ( s - s o ) . W h e n m u l t i p l i e d b y a

r e c t a n g u l a r w i n d o w i n g f u n c t i o n t o t r u n c a t e t h e w a v e f o r m t o f i n i t e

d u r a t i o n , t h e s p e c t r u m i s c o n v o l v e d i n t h e c o m p l e x f r e q u e n c y p l a n e

w i t h a f u n c t i o n o f t h e t y p e s i n h ( s ) / s ( s e e [ 1 8 ] ) . A l o n e , t h e

s i n h ( s ) / s f u n c t i o n h a s a p e a k a l o n g t h e m a x i s a t w = 0 . W h e n c o n v o l v e d

w i t h t h e p o l e s o f t h e d a m p e d s i n u s o i d s p e c t r u m , t h e p e a k s h i f t s t o a

p o i n t n e a r e r t h e p o S i t i o n o f t h e p o l e s ( a r e s u l t o f e m p l o y i n g C a u c h y ' s

r e s i d u e t h e o r e m i n t h e c o m p l e x p l a n e c o n v o l u t i o n . ) T h u s , b y p r o p e r

c h o i c e o f t h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s o f t h e d a m p e d s i n u s o i d s , t h e

s p e c t r u m o f t h e E - p u l s e c a n b e p e a k e d a t v a r i o u s p r e c h o s e n p o i n t s

a l o n g t h e w a x i s .

A s a n e x a m p l e o f t h i s t y p e o f s p e c t r u m s h a p i n g , c o n s i d e r a o n e

m o d e n a t u r a l d a m p e d s i n u s o i d E - p u l s e s y n t h e s i z e d t o e l i m i n a t e t h e f i r s t

m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t : 3 = - 0 . 2 6 0 1 + j 2 . 9 0 6 c / L . T h e d a m p e d
1

s i n u s o i d f u n c t i o n s a r e c o n s t r u c t e d u s i n g t h e f r e q u e n c i e s a n d p h a s e s

L L
C 0 1 = ” 0 . 2 6 0 1 E 0 1 1 3 2 . 4 0 6 ¢ 1 = 0

( 5 . 5 . 1 . 1 )
L L n: 0 2 = - 0 . 2 6 0 1 E m , = 3 . 4 0 6 9 2 = 3 -

a n d t h e r e s u l t i n g E - p u l s e i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 2 2 . T h e s p e c t r u m

o f t h i s E - p u l s e i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 1 . 2 3 . T h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s
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u s e d t o c o n s t r u c t t h e E - p u l s e h a v e b e e n c h o s e n s o t h a t t h e i r i m a g i n a r y

p a r t s a r e j u s t t o t h e r i g h t a n d j u s t t o t h e l e f t o f t h e i m a g i n a r y p a r t

o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c y t o b e e l i m i n a t e d . I t i s h o p e d t h a t t h i s w i l l

r e s u l t i n p e a k s o f t h e s p e c t r u m o n e a c h s i d e o f t h e f r e q u e n c y t o b e

e l i m i n a t e d , a n d m o r e c l o s e l y s i m u l a t e t h e p r e v i o u s l y d i s c u s s e d " i d e a l " .

F i g u r e 5 . 5 . 1 . 2 3 s h o w s t h a t t h i s a t t e m p t h a s s u c c e e d e d .

E x t e n d i n g t h i s t e c h n i q u e t o t h e c a s e o f a m u l t i m o d e E - p u l s e i s

n o t s t r a i g h t f o r w a r d . O n e i s t e m p t e d m e r e l y t o p u t p e a k s i n b e t w e e n

t h e f r e q u e n c i e s t o b e e l i m i n a t e d . H o w e v e r , i t i s n o t o b v i o u s t h a t t h e

a m p l i t u d e s o f t h e b a s i s f u n c t i o n s d e t e r m i n e d b y a p p l y i n g t h e E - p u l s e

e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 1 . 2 ) a n d ( 4 . 4 . 1 . 3 ) w i l l r e s u l t i n a s p e c t r u m t h a t h a s

r e l a t i v e l y c o n s t a n t a m p l i t u d e b e t w e e n t h e z e r o e s . A d i f f e r e n t a p p r o a c h

c a n b e t r i e d , t h o u g h , w h i c h m i g h t a c h i e v e a f a i r l y e v e n d i s t r i b u t i o n

b e t w e e n t h e z e r o e s .

I t i s k n o w n f r o m t h e d i s c u s s i o n o f s e c t i o n 4 . 4 . 6 t h a t a m u l t i -

m o d e E - p u l s e c a n b e c o n s t r u c t e d f r o m t h e c o n v o l u t i o n o f m a n y s i n g l e

m o d e E - p u l s e s . T h i s c o r r e s p o n d s t o m u l t i p l y i n g t h e E - p u l s e s p e c t r a i n

t h e c o m p l e x f r e q u e n c y d o m a i n . I f a s i n g l e m o d e E - p u l s e c o u l d b e

c o n s t r u c t e d s o t h a t i t s s p e c t r u m w a s f a i r l y c o n s t a n t e x c e p t a t t h e

f r e q u e n c y o f t h e m o d e t o b e e l i m i n a t e d ( w h e r e t h e r e w o u l d b e a z e r o )

i t c o u l d b e c o n v o l v e d w i t h s i m i l a r E - p u l s e s d e s i g n e d t o e l i m i n a t e o t h e r

m o d e s , r e s u l t i n g i n a n o v e r a l l s p e c t r u m n e a r t h e " i d e a l " . T h i s c o u l d

b e a c c o m p l i s h e d u s i n g f o r c e d d a m p e d s i n u s o i d E - p u l s e s o f s h o r t

d u r a t i o n . S i n c e t h e w i d t h s o f t h e s i n ( x ) / x l o b e s a l o n g t h e m a x i s a r e

i n v e r s e l y p r o p o r t i o n a l t o t h e i n d i v i d u a l E - p u l s e d u r a t i o n s , m a k i n g t h e

d u r a t i o n s s h o r t r e s u l t s i n a s p r e a d i n g o f t h e E - p u l s e e n e r g y a c r o s s t h e
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s p e c t r u m - - a m o r e " c o n s t a n t " d i s t r i b u t i o n . I t i s a l s o n e c e s s a r y t o

k e e p t h e d u r a t i o n s o f t h e i n d i v i d u a l E - p u l s e s s m a l l s i n c e t h e t o t a l

d u r a t i o n o f t h e c o n v o l v e d E - p u l s e i s e q u a l t o t h e s u m o f t h e i n d i v i d u a l

d u r a t i o n s .

5 . 5 . 2 S i n g l e M o d e D i s c r i m i n a t i o n

R a d a r t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n c a n a l s o b e b a s e d u p o n t h e d i f f e r -

e n c e i n t a r g e t r e s p o n s e s t o s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s . A s i n g l e

m o d e s i g n a l c r e a t e d t o e x c i t e o n e m o d e o f a s p e c i f i c t a r g e t w i l l

e x c i t e m a n y m o d e s o f a d i f f e r e n t t a r g e t , r e s u l t i n g i n v e r y d i s s i m i l a r

l a t e - t i m e r e s p o n s e s . ( O r , a l t e r n a t i v e l y , t h e s i n g l e m o d e s i g n a l w i l l

e l i m i n a t e a l l b u t o n e m o d e o f t h e e x p e c t e d t a r g e t , w h i l e e x c i t i n g m a n y

m o d e s o f a d i f f e r e n t t a r g e t . ) F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 1 a n d 5 . 5 . 2 . 2 s h o w m i n i m u m

d u r a t i o n n a t u r a l s i n e a n d c o s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s

s y n t h e s i z e d u s i n g t h e r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n b a s i s s e t v i a t h e

a n a l y s i s o f s e c t i o n 4 . 6 t o e x c i t e t h e f i r s t a n d t h i r d m o d e s o f t h e

t h i n c y l i n d e r t a r g e t , r e s p e c t i v e l y . T h e f i r s t f i v e n a t u r a l f r e q u e n c i e s

t a b u l a t e d i n F i g u r e 5 . 2 . 1 h a v e b e e n u s e d i n t h e c o n s t r u c t i o n . N o t e

t h a t t h e f i r s t m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s h a v e t h e a p p r o x i m a t e s h a p e o f

o n e p e r i o d o f t h e f i r s t n a t u r a l m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r , w h i l e t h e

t h i r d m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s a p p e a r t o c o n s i s t o f a p p r o x i m a t e l y t h r e e

c y c l e s o f t h e t h i r d n a t u r a l m o d e .

T h e s h a p e s o f t h e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s a r e r e f l e c t e d

i n t h e i r s p e c t r a , a s s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 2 . 3 . T h i s f i g u r e s h o w s t h e

s p e c t r u m o f t h e s i n e f i r s t m o d e s i g n a l , a t a v a l u e o f o = - 0 . 2 6 0 1 c / L ,

a n d a l s o t h e s p e c t r u m o f t h e s i n e t h i r d m o d e s i g n a l , a t a v a l u e o f
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f i r s t m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s o f m i n i m u m d u r a t i o n f o r

f i v e m o d e t h i n c y l i n d e r .
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m o d e t h i n c y l i n d e r e x c i t a t i o n s i g n a l s f o r o = - 0 . 2 6 0 1 c / L .
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= - O . 4 6 8 4 c / L . I t i s s e e n t h a t t h e r e i s a p e a k i n e a c h o f t h e s p e c t r a

a t a v a l u e o f m c o r r e s p o n d i n g t o t h e w o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c y t o b e

e x c i t e d . T h i s a u t o m a t i c c o n c e n t r a t i o n o f e n e r g y s e e m s t o b e u n i q u e t o

t h e n a t u r a l s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s . I t w i l l b e s e e n t h a t s u c h

a f r e q u e n c y d i s t r i b u t i o n r e s u l t s i n o p t i m u m d i s c r i m i n a t i o n , a n d

a t t e m p t s w i l l b e m a d e t o d u p l i c a t e i t a r t i f i c i a l l y , u s i n g t h e d a m p e d

s i m u s o i d b a s i s s e t , l a t e r i n t h i s s e c t i o n .

V e r i f i c a t i o n o f t h e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s i s a c c o m -

p l i s h e d b y c o n v o l v i n g t h e s i n g l e m o d e E - p u l s e s o f F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 1 a n d

5 . 5 . 2 . 2 w i t h t h e t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e o f F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 .

T h e r e s u l t s a r e s h o w n i n F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 4 a n d 5 . 5 . 2 . 5 . I t i s e a s i l y

s e e n t h a t t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e s a r e i n d e e d s i n g l e d a m p e d s i n u s o i d s

o s c i l l a t i n g a t t h e f r e q u e n c i e s o f t h e f i r s t a n d t h i r d m o d e s o f t h e t h i n

c y l i n d e r . I t i s a l s o s e e n t h a t t h e s i n e a n d c o s i n e r e s p o n s e s a r e

e x a c t l y 9 0 0 o u t o f p h a s e , a s r e q u e s t e d . T h e m o s t s t r i k i n g d i f f e r e n c e

b e t w e e n t h e f i r s t a n d t h i r d m o d e r e s p o n s e s i s d u e t o t h e d i f f e r e n c e

i n t h e d a m p i n g c o e f f i c i e n t s ( r e a l p a r t s o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s . )

T h e l a r g e r ( n e g a t i v e ) d a m p i n g c o e f f i c i e n t o f t h e t h i r d m o d e d r i v e s t h e

m a g n i t u d e o f i t s r e s p o n s e t o n e a r z e r o b y t h e e n d o f t h e d i s p l a y , w h i l e

t h e f i r s t m o d e r e s p o n s e i s s t i l l q u i t e l a r g e . T h i s m a k e s t h e h i g h e r

o r d e r s i n g l e m o d e r e s p o n s e s l e s s p r a c t i c a l f o r d i s c r i m i n a t i o n p u r p o s e s ,

w h i c h i s u n f o r t u n a t e , s i n c e i t w i l l b e s e e n t h a t t h e h i g h e r o r d e r

r e s p o n s e s a r e a c t u a l l y t h e m o s t s e n s i t i v e d i s c r i m i n a n t s .

T h e r e a r e m a n y w a y s t o i n t e r p r e t t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e s s h o w n

i n F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 4 a n d 5 . 5 . 2 . 5 . P e r h a p s t h e m o s t d r a m a t i c i s t o u s e

t h e t e c h n i q u e d e s c r i b e d i n s e c t i o n 4 . 4 . 7 . T h e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 4 . C o n v o l u t i o n o f f i r s t m o d e s i n e a n d c o s i n e e x c i t a t i o n
s i g n a l s w i t h f i v e m o d e 6 0 0 t h i n c y l i n d e r i m p u l s e
r e s p o n s e .
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 5 . C o n v o l u t i o n o f t h i r d m o d e s i n e a n d c o s i n e e x c i t a t i o n

s i g n a l s w i t h f i v e m o d e 6 0 t h i n c y l i n d e r i m p u l s e
r e s p o n s e .



1 9 3

s i g n a l s s h o w n i n F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 1 a n d 5 . 5 . 2 . 2 h a v e b e e n n o r m a l i z e d

a c c o r d i n g t o e q u a t i o n s ( 4 . 4 . 7 . 1 2 ) a n d ( 4 . 4 . 7 . 1 4 ) , a n d t h u s t h e

c o n v o l v e d s i n e a n d c o s i n e r e s p o n s e s c a n b e c o m b i n e d t o p r o v i d e a p l o t

o f t h e d a m p i n g c o e f f i c i e n t a n d t h e o s c i l l a t i o n f r e q u e n c y . T h e s e a r e

s h o w n i n F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 6 t h r o u g h 5 . 5 . 2 . 9 . I f t h e r e s p o n s e s a r e p u r e

d a m p e d s i n u s o i d s , t h e s e p l o t s s h o u l d p r o d u c e s t r a i g h t l i n e s , t h e s l o p e s

o f w h i c h c o r r e s p o n d t o f r e q u e n c y ( r e a l o r i m a g i n a r y p a r t . ) T h i s i s

i n d e e d s e e n t o b e t h e c a s e , a s e a c h o f t h e p l o t s d o e s p r o d u c e a s t r a i g h t

l i n e i n l a t e - t i m e . ( N o t e t h a t t h i s a l s o p r o v i d e s a g o o d g r a p h i c a l

i n d i c a t i o n o f t h e b e g i n n i n g o f t h e l a t e - t i m e p e r i o d - - t h e p o i n t w h e r e

t h e r e s p o n s e b e c o m e s a p u r e d a m p e d s i n u s o i d . )

T o i m p l e m e n t a d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e , t h e s l o p e s o f t h e f r e q u e n c y

p l o t s m u s t b e c o m p a r e d w i t h t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e e x p e c t e d

t a r g e t . I f t h e t w o m a t c h , t h e t a r g e t h a s b e e n i d e n t i f i e d . I f t h e t w o

a r e d i s s i m i l a r , t h e t a r g e t i s d i s c r i m i n a t e d f r o m t h e e x p e c t e d t a r g e t .

T h e s i m p l e s t w a y t o i m p l e m e n t d i s c r i m i n a t i o n i s t o u s e a v i s u a l c o m -

p a r i s o n . T h i s h a s b e e n p r o v i d e d i n e a c h o f t h e F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 6 t h r o u g h

5 . 5 . 2 . 9 , w h e r e t h e s l o p e o f t h e e x p e c t e d t a r g e t f r e q u e n c i e s h a s b e e n

p l o t t e d n e x t t o t h e f r e q u e n c y p l o t s . I t i s a p p a r e n t t h a t t h e t w o l i n e s

a r e p a r a l l e l i n t h e l a t e - t i m e f o r e a c h o f t h e f i g u r e s , a n d t h u s t h e

t a r g e t i s i d e n t i f i e d a s t h a t e x p e c t e d . A l e s s s u b j e c t i v e c o m p a r i s o n

c a n b e p r o v i d e d b y c o m p u t i n g a l i n e a r r e g r e s s i o n f o r t h e l a t e - t i m e

p o r t i o n o f t h e f r e q u e n c y p l o t s . T h i s p r o v i d e s a m o r e g l o b a l m e a s u r e

o f t h e f r e q u e n c y c o n t e n t o f t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e ( a n d r e s u l t s i n a

s i n g l e n u m b e r ) , a s o p p o s e d t o t h e l o c a l d e s c r i p t i o n p r o v i d e d b y t h e

p l o t i t s e l f . A p p l i c a t i o n o f l i n e a r r e g r e s s i o n g i v e s v a l u e s o f
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 6 . R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m f i r s t m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s r a d i a n f r e q u e n c y p l o t

o f e x p e c t e d f i r s t m o d e .



0
.
0

I
“
4
2
0
0

 '41-0
N
a
p
i
e
r
s

'
{
5
0
0

I
“
4
3
0
0

l

 10.0
1 9 5

 

F l a t e - t i m e

 

0 . 0

F i g u r e 5 . 5 . 2 . 7 .

T 4 r 1 ' T ‘

3 . 0 6 . 0 9 . 0 1 2 - 0 1 5 - 0

N o r m a l i z e d t i m e t / ( L / c )

D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m f i r s t m o d e e x c i t a t i o n

s i g n a l c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s d a m p i n g c o e f f i c i e n t

p l o t o f e x p e c t e d f i r s t m o d e .
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 8 . R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m t h i r d m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l

c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s r a d i a n f r e q u e n c y p l o t

o f e x p e c t e d t h i r d m o d e .



1 9 7

 

N
a
p
i
e
r
s

 
  

‘ 3 ’
1 m ~

9 . F l a t e - t i m e

c o
7 T I T I I
0 . 0 3 . 0 6 . 0 9 . 0 1 2 . 0 1 5 . 0

N o r m a l i z e d t i m e t / ( L / c )

F i g u r e 5 . 5 . 2 . 9 . D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m t h i r d m o d e e x c i t a t i o n

s i g n a l c o n v o l u t i o n s . D o t t e d l i n e i s d a m p i n g c o e f f i c i e n t

p l o t o f e x p e c t e d t h i r d m o d e .



1 9 8

= - 0 . 2 6 0 1 c / L a n d w = 2 . 9 0 6 c / L f o r t h e f i r s t m o d e r e s p o n s e , a n d

= - 0 . 4 6 8 4 c / L a n d w = 9 . 0 5 8 c / L f o r t h e t h i r d m o d e r e s p o n s e . T h e s e

c o m p a r e e x t r e m e l y w e l l w i t h t h e e x a c t f r e q u e n c i e s o f t h e e x p e c t e d

t a r g e t . A n y s l i g h t d i s c r e p a n c i e s i n t h e l a s t d e c i m a l p l a c e i s p r o b a b l y

d u e t o i n a c c u r a c i e s i n t h e c o n v o l u t i o n t e c h n i q u e d i s c u s s e d i n

s e c t i o n 5 . 3 .

T h e c o n s t r u c t i o n o f f r e q u e n c y p l o t s r e q u i r e s t h e u s e o f b o t h

s i n e a n d c o s i n e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s . T h e c o m p l e x i t y o f t h e

d i s c r i m i n a t i o n p r o c e s s c a n b e r e d u c e d b y a f a c t o r o f t w o i f o n l y o n e

o f t h e t w o w a v e f o r m s n e e d b e u s e d . T h i s r e q u i r e s a d i f f e r e n t i n t e r -

p r e t a t i o n o f t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e s . O n e q u i t e s i m p l e m e t h o d i s t o

e m p l o y o n e o f t h e n a t u r a l m o d e e x t r a c t i o n s c h e m e s ( a s d e s c r i b e d i n

c h a p t e r 6 ) t o t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f e i t h e r t h e s i n e o r c o s i n e

r e s p o n s e ( o r a s i n / c o s r e s p o n s e . ) T h i s a p p r o a c h i n v o l v e s e x t r a c t i n g

j u s t a s i n g l e m o d e . I f t h e t a r g e t i s t h e e x p e c t e d o n e , t h e e x t r a c t e d

v a l u e s o f o a n d m w i l l m a t c h t h o s e a n t i c i p a t e d . I f t h e t a r g e t i s n o t

t h a t e x p e c t e d , t h e e x t r a c t e d v a l u e s w i l l n o t m a t c h . A s a n e x a m p l e , t h e

c o n t i n u a t i o n m e t h o d h a s b e e n a p p l i e d t o t h e s i n e r e s p o n s e s o f F i g u r e s

5 . 5 . 2 . 4 a n d 5 . 5 . 2 . 5 . F o r t h e f i r s t m o d e r e s p o n s e , t h e e x t r a c t e d v a l u e s

a r e f o u n d t o b e o = - O . 2 6 0 l c / L a n d w = 2 . 9 0 6 c / L , w h i l e t h e t h i r d m o d e

s i n e r e s p o n s e y i e l d s o a - O . 4 6 7 4 c / L a n d w = 9 . 0 5 8 c / L . A g a i n , t h e s e a r e

e x t r e m e l y c l o s e t o t h e e x p e c t e d r e s u l t s . N o t e t h a t t h i s t e c h n i q u e a l s o

d e s c r i b e s a g l o b a l r a t h e r t h a n a l o c a l b e h a v i o r .

A t h i r d w a y o f i n t e r p r e t i n g t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e s c o m b i n e s

b o t h a l o c a l a n d a g l o b a l d e s c r i p t i o n , a n d i n v o l v e s o n l y o n e o f

e i t h e r t h e s i n e o r c o s i n e r e s p o n s e s . T h i s m e t h o d i n v o l v e s f i t t i n g a
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o n e m o d e d a m p e d s i n u s o i d a l w a v e f o r m t o t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e

c o n v o l v e d r e s p o n s e . T h e e x p e c t e d n a t u r a l f r e q u e n c y i s h e l d c o n s t a n t

a n d t h e a m p l i t u d e a n d p h a s e o f t h e w a v e f o r m w h i c h b e s t f i t s t h e l a t e -

t i m e r e s p o n s e a r e c a l c u l a t e d . T h i s i s a l i n e a r l e a s t - s q u a r e s p r o b l e m

a n d i s d e s c r i b e d e x p l i c i t l y i n s e c t i o n 6 . 4 . T o p r o v i d e a g r a p h i c a l

p r e s e n t a t i o n o f t h e r e s u l t s , t h i s b e s t f i t i s t h e n s u b t r a c t e d f r o m t h e

c o n v o l v e d r e s p o n s e . T h e r e s u l t i n g w a v e f o r m i s t h e n m u c h l i k e t h e

o u t p u t f r o m a n E - p u l s e c o n v o l u t i o n . I f t h e t a r g e t i s t h a t e x p e c t e d ,

t h e w a v e f o r m i s i d e n t i c a l l y z e r o i n t h e l a t e - t i m e ( s i n c e t h e b e s t f i t

e x a c t l y f i t s t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e i n t h e l a t e - t i m e . ) I f t h e t a r g e t

i s n o t t h e o n e e x p e c t e d , t h e n t h e l a t e - t i m e p o r t i o n w i l l b e n o n z e r o .

F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 1 0 a n d 5 . 5 . 2 . 1 1 s h o w t h e r e s u l t s f o r t h e f i r s t a n d t h i r d

m o d e s i n e r e s p o n s e s . A s a n t i c i p a t e d , t h e w a v e f o r m s a r e z e r o i n t h e

l a t e - t i m e .

I t i s i m p o r t a n t t o r e a l i z e t h a t t h e l a t t e r t w o m e t h o d s o f

i n t e r p r e t i n g t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e s r e q u i r e a k n o w l e d g e ( o r a t l e a s t

a n e s t i m a t e ) o f t h e b e g i n n i n g o f t h e l a t e - t i m e p e r i o d . T h i s w a s n o t

n e e d e d t o c o n s t r u c t t h e f r e q u e n c y p l o t s o f t h e f i r s t m e t h o d . H o w e v e r ,

c o m p a r i n g t h e f r e q u e n c y p l o t s w i t h t h e e x p e c t e d s l o p e s d o e s r e q u i r e

k n o w i n g t h e p o i n t t o b e g i n t h e c o m p a r i s o n . A n d p e r f o r m i n g l i n e a r

r e g r e s s i o n o n t h e f r e q u e n c y l i n e s a l s o r e q u i r e s t h e k n o w l e d g e o f t h e

b e g i n n i n g o f t h e l a t e - t i m e r e g i o n . T h i s i s i d e n t i c a l w i t h t h e

i n t e r p r e t a t i o n o f t h e E - p u l s e c o n v o l u t i o n s , s i n c e i t i s n e c e s s a r y t o

k n o w t h e p o i n t b e y o n d w h i c h a n u l l r e s p o n s e i t t o b e e x p e c t e d .

D i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n d i f f e r i n g t h i n c y l i n d e r t a r g e t s i s

i n v e s t i g a t e d b y c o n v o l v i n g t h e s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s w i t h



2 0 0

1
-
0

 

R
e
l
a
t
i
v
e
A
m
p
l
i
t
u
d
e

— - — - — - — l a t e - t i m e

 

1
.
5

  I I I I
0 . 0 3 . 0 6 . 0 9 . 0 1 2 . 0 1 5 . 0

N o r m a l i z e d t i m e t / ( L / c )

F i g u r e 5 . 5 . 2 . 1 0 . B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e f i r s t m o d e
c o n v o l u t i o n .



2 0 1

1

 

R
e
l
a
t
i
v
e
A
m
p
l
i
t
u
d
e

 
l a t e - t i m e

  I I I fi
O I O 3 . 0 6 . 0 8 . 0 1 2 . 0 1 5 . 0

N o r m a l i z e d t i m e t / ( L / c )

F i g u r e 5 . 5 . 2 . 1 1 . B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e t h i r d m o d e
c o n v o l u t i o n .



2 0 2

a t a r g e t 1 0 % l o n g e r . T h e c o n v o l v e d r e s p o n s e s f o r t h e f i r s t m o d e

s i g n a l s a r e s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 2 . 1 2 w h i l e t h o s e f o r t h e t h i r d m o d e

s i g n a l s a r e s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 2 . 1 3 . I t i s s o m e w h a t d i f f i c u l t t o t e l l

t h a t t h e f i r s t m o d e s i n e a n d c o s i n e r e s p o n s e s a r e n o t i d e n t i c a l t o

t h o s e o f t h e c o r r e c t c y l i n d e r s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 2 . 4 , b u t a c l o s e

e x a m i n a t i o n r e v e a l s t h a t t h e p e r i o d s a r e l o n g e r f o r t h e l o n g e r t a r g e t .

I t i s m u c h m o r e o b v i o u s t h a t t h e t h i r d m o d e c o n v o l v e d r e s p o n s e s a r e n o t

m e r e l y t h e s i n g l e d a m p e d s i n u s o i d s e x p e c t e d .

T h e r e a s o n f o r t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e t r e n d s s e e n i n t h e

f i r s t a n d t h i r d m o d e r e s p o n s e s i s t h r e e f o l d . F i r s t , t h e a m p l i t u d e o f

t h e f i r s t m o d e i n b o t h t h e e x p e c t e d a n d l o n g e r t a r g e t s i s g r e a t e r t h a n

t h a t o f t h e t h i r d m o d e . S e c o n d , t h e s m a l l e r d a m p i n g c o e f f i c i e n t o f t h e

f i r s t m o d e a l l o w s i t t o c o m e t h r o u g h m u c h s t r o n g e r . I n t h e c a s e o f t h e

r e s p o n s e o f t h e l o n g e r t a r g e t t o t h e f i r s t m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l , t h e

e x c i t e d f i r s t m o d e d o m i n a t e s t h e e x c i t e d t h i r d m o d e ( a n d , o f c o u r s e ,

t h e o t h e r m o d e s . ) I n t h e c a s e o f t h e r e s p o n s e o f t h e l o n g e r t a r g e t t o

t h e t h i r d m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l , b o t h t h e e x c i t e d f i r s t a n d s e c o n d

m o d e s m a k e i m p o r t a n t c o n t r i b u t i o n s . L a s t l y , t h e s p e c t r a o f t h e

e x c i t a t i o n s i g n a l s r e v e a l t h a t f o r t h e f i r s t m o d e s i g n a l t h e r e i s

l i t t l e e n e r g y a t t h e f r e q u e n c y o f t h e t h i r d m o d e ( o f t h e l o n g e r t a r g e t ) ,

w h i l e f o r t h e t h i r d m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l t h e r e i s q u i t e a l o t o f

e n e r g y a t t h e f r e q u e n c y o f t h e f i r s t m o d e ( o f t h e l o n g e r t a r g e t . )

D i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n t h e e x p e c t e d a n d t h e l o n g e r t a r g e t i s

b a s e d o n t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e l a t e - t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e s . I f

t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e i s a p u r e d a m p e d s i n u s o i d w i t h t h e e x p e c t e d

f r e q u e n c y t h e n t h e t a r g e t h a s b e e n i d e n t i f i e d . I f i t i s n o t a p u r e
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s i n u s o i d , o r i f i t h a s a f r e q u e n c y o t h e r t h a n t h a t e x p e c t e d , t h e

t a r g e t i s d i s c r i m i n a t e d f r o m t h e e x p e c t e d t a r g e t . E m p l o y i n g t h e t h r e e

i n t e r p r e t a t i o n s o f t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e s p r o v i d e s a f i r m b a s i s f o r

t h i s d i s c r i m i n a t i o n . F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 1 4 t h r o u g h 5 . 5 . 2 . 1 7 s h o w t h e

f r e q u e n c y p l o t s f o r e a c h r e s p o n s e . I t i s a p p a r e n t t h a t n o n e o f t h e s e

e x a c t l y p a r a l l e l s t h e e x p e c t e d s l o p e . A p p l i c a t i o n o f l i n e a r r e g r e s s i o n

t o t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e s e c u r v e s y i e l d s v a l u e s o f o = - O . 2 3 9 5 c / L

a n d w = 2 . 6 3 5 c / L f o r t h e f i r s t m o d e a n d o = - O . 1 8 8 4 c / L a n d w = 3 . 6 6 2 c / L

f o r t h e t h i r d m o d e , a l l o f w h i c h a r e q u i t e a b i t d i f f e r e n t f r o m t h e

e x p e c t e d v a l u e s . T h e t h i r d m o d e r e s p o n s e p r o v i d e s t h e g r e a t e s t a m o u n t

o f d i s c r i m i n a t i o n , f o r t h e t h r e e r e a s o n s d i s c u s s e d a b o v e . U s i n g t h e

c o n t i n u a t i o n m e t h o d o n t h e l a t e - t i m e p o r t i o n s o f t h e c o n v o l v e d s i n e

r e s p o n s e s r e s u l t s i n b e s t f i t v a l u e s o f o = - O . 2 4 0 2 c / L a n d w = 2 . 6 3 2 c / L

f o r t h e f i r s t m o d e a n d o = - O . 5 7 1 3 c / L a n d w = 4 . 2 7 4 c / L f o r t h e t h i r d

m o d e . A g a i n , a l l o f t h e s e a r e d i f f e r e n t f r o m t h e e x p e c t e d v a l u e s , a n d

t h e l o n g e r t a r g e t i s d i s c r i m i n a t e d f r o m t h e e x p e c t e d t a r g e t . L a s t l y ,

t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e s i n e r e s p o n s e s h a v e b e e n b e s t f i t a n d t h e

r e s u l t s u b t r a c t e d f r o m t h e o r i g i n a l w a v e f o r m s . F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 1 8 a n d

5 . 5 . 2 . 1 9 s h o w t h e r e s u l t i n g w a v e f o r m s . H e r e t h e n o n z e r o l a t e - t i m e

p o r t i o n o f t h e w a v e f o r m s d i s c r i m i n a t e t h e l o n g e r t a r g e t f r o m t h e

t a r g e t e x p e c t e d , i n a m a n n e r a n a l o g o u s t o t h e E - p u l s e d i s c r i m i n a t i o n

o f t h e l a s t s e c t i o n .

S e n s i t i v i t y o f s i n g l e m o d e d i s c r i m i n a t i o n t o t h e p r e s e n c e o f

r a n d o m n o i s e i s i n v e s t i g a t e d b y c o n v o l v i n g t h e f i r s t a n d t h i r d m o d e

s i n e a n d c o s i n e e x c i t a t i o n s i g n a l s w i t h t h e n o i s y t h i n c y l i n d e r

i m p u l s e r e s p o n s e o f F i g u r e 5 . 5 . 1 . 1 1 . T h e r e s u l t i n g c o n v o l v e d r e s p o n s e s
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a r e s h o w n i n F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 2 0 a n d 5 . 5 . 2 . 2 1 . I t i s a p p a r e n t t h a t t h e

f i r s t m o d e c o n v o l v e d r e s p o n s e s h a v e b e e n e f f e c t e d v e r y l i t t l e b y t h e

p r e s e n c e o f r a n d o m n o i s e w h i l e t h e t h i r d m o d e r e s p o n s e s h a v e b e e n

e f f e c t e d s u b s t a n t i a l l y . T h i s m i g h t b e d u e i n p a r t t o t h e m o r e

o s c i l l a t o r y n a t u r e o f t h e t h i r d m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l , r e s u l t i n g i n

l e s s n o i s e a v e r a g i n g . T h e f r e q u e n c y p l o t s , s h o w n i n F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 2 2

t h r o u g h 5 . 5 . 2 . 2 5 a l s o r e f l e c t t h i s d i f f e r e n c e . W h e r e a s t h e f i r s t m o d e

f r e q u e n c y p l o t s a r e n e a r l y i d e n t i c a l t o t h e e x p e c t e d s l o p e s , t h e t h i r d

m o d e p l o t s a r e m u c h n o i s i e r , e s p e c i a l l y t h e p l o t o f a t . N o t e t h a t t h e

t h i r d m o d e r e s p o n s e i s e f f e c t e d m o s t g r e a t l y a t l a t e r t i m e s , w h e n i t

h a s d a m p e d d o w n t o a v e r y s m a l l m a g n i t u d e .

L i n e a r r e g r e s s i o n o f t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e f r e q u e n c y

p l o t s i n F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 2 2 t h r o u g h 5 . 5 . 2 . 2 5 g i v e s v a l u e s o f o = - 0 . 2 7 4 5 c / L

a n d w = 2 . 9 1 5 c / L f o r t h e f i r s t m o d e r e s p o n s e s a n d o = - 0 . 1 9 3 1 c / L a n d

w = 1 0 . 6 5 c / L f o r t h e t h i r d m o d e r e s p o n s e s . A p p l i c a t i o n o f t h e

c o n t i n u a t i o n m e t h o d t o t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e s i n e r e s p o n s e s

r e s u l t s i n o = - O . 2 5 9 0 c / L a n d w = 2 . 9 0 9 c / L f o r t h e f i r s t m o d e a n d

= - 0 . 4 9 3 8 c / L a n d m = 8 . 9 8 l c / L f o r t h e t h i r d m o d e . N o t e t h a t t h e

v a l u e s c a l c u l a t e d u s i n g t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d a r e q u i t e c l o s e t o t h e

e x p e c t e d v a l u e s , e v e n f o r t h e t h i r d m o d e r e s p o n s e . T h i s a l l o w s a

s e p a r a t i o n o f t h e e f f e c t s o f r a n d o m n o i s e a n d t a r g e t l e n g t h s e n s i -

t i v i t y . L a s t l y , F i g u r e s 5 . 5 . 2 . 2 6 a n d 5 . 5 . 2 . 2 7 s h o w t h e r e s u l t s o f b e s t

f i t t i n g t h e l a t e - t i m e r e g i o n s o f t h e s i n e r e s p o n s e s a n d s u b t r a c t i n g .

A l t h o u g h n e i t h e r l a t e - t i m e r e g i o n o f t h e r e s u l t i n g w a v e f o r m s i s

i d e n t i c a l l y z e r o , e a c h i s q u i t e s m a l l . I n f a c t , a q u i c k c o m p a r i s o n

s h o w s t h a t t h e y a r e m u c h s m a l l e r t h a n t h e c o r r e s p o n d i n g r e g i o n s o f t h e
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 0 . C o n v o l u t i o n o f f i r s t m o d e s i n e a n d c o s i n e e x c i t a t i o n
s i g n a l s w i t h n o i s y f i v e m o d e 6 0 t h i n c y l i n d e r
i m p u l s e r e s p o n s e .
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 0.6  
F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 1 . C o n v o l u t i o n o f t h i r d m o d e s i n e a n d c o s i n e e x c i t a t i o n

s i g n a l s w i t h n o i s y f i v e m o d e 6 0 t h i n c y l i n d e r
i m p u l s e r e s p o n s e .
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 2 . R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m f i r s t m o d e e x c i t a t i o n

s i g n a l , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e c o n v o l u t i o n s . D o t t e d

l i n e i s r a d i a n f r e q u e n c y p l o t o f e x p e c t e d f i r s t m o d e .
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D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m f i r s t m o d e e x c i t a t i o n

s i g n a l , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e c o n v o l u t i o n s . D o t t e d

l i n e i s d a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t o f e x p e c t e d f i r s t

m o d e .
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 4 . R a d i a n f r e q u e n c y p l o t f r o m t h i r d m o d e e x c i t a t i o n

s i g n a l , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e c o n v o l u t i o n s . D o t t e d

l i n e i s r a d i a n f r e q u e n c y p l o t o f e x p e c t e d t h i r d m o d e .
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D a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t f r o m t h i r d m o d e e x c i t a t i o n

s i g n a l , n o i s y i m p u l s e r e s p o n s e c o n v o l u t i o n s . D o t t e d
l i n e i s d a m p i n g c o e f f i c i e n t p l o t o f e x p e c t e d t h i r d

m o d e .
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 6 . B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e f i r s t m o d e , n o i s y
i m p u l s e r e s p o n s e c o n v o l u t i o n .
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 7 . B e s t f i t d i f f e r e n c e p l o t f o r s i n e t h i r d m o d e , n o i s y

i m p u l s e r e s p o n s e c o n v o l u t i o n .
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f i g u r e s g e n e r a t e d f r o m t h e l o n g e r t a r g e t . A g a i n , t h i s a l l o w s a s e p a -

r a t i o n o f t h e e f f e c t s o f r a n d o m n o i s e a n d t a r g e t l e n g t h s e n s i t i v i t y .

I t i s a p p r o p r i a t e a t t h i s p o i n t t o i n q u i r e , a s w a s d o n e w i t h

t h e E - p u l s e , a s t o w h a t m i g h t b e t h e b e h a v i o r o f a n " i d e a l " s i n g l e m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l . T h e a n s w e r i s s o m e w h a t d i f f e r e n t f r o m t h a t g i v e n

f o r t h e E - p u l s e . I t i s m o s t i m p o r t a n t f o r t h e s p e c t r u m o f a s i n g l e

m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m t o h a v e a l a r g e m a g n i t u d e a t t h e f r e q u e n c y o f

t h e m o d e t o b e e x c i t e d , i n c o m p a r i s o n t o t h a t a t t h e f r e q u e n c i e s t o b e

e l i m i n a t e d . T h i s i s d u e t o t h e p r a c t i c a l p r o b l e m o f t h e p r e s e n c e o f

e r r o r s i n t h e m e a s u r e d n a t u r a l f r e q u e n c i e s u s e d t o c o n s t r u c t t h e

s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s . B e c a u s e o f t h i s e r r o r , t h e m o d e s w h i c h

s h o u l d b e e l i m i n a t e d w i l l a c t u a l l y b e e x c i t e d . T h e a m p l i t u d e s o f t h e s e

m o d e s a r e , o f c o u r s e , d e t e r m i n e d b y t h e a m o u n t o f e n e r g y i n t h e

e x c i t a t i o n s i g n a l s p e c t r u m a t t h e m o d a l f r e q u e n c i e s . N o w , i f t h e r e i s

a r e l a t i v e l y s m a l l a m o u n t o f e n e r g y a t t h e f r e q u e n c y t o b e e x c i t e d ,

t h e s e e x t r a n e o u s m o d e s m a y m a k e a r e l a t i v e l y l a r g e c o n t r i b u t i o n t o t h e

l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e , s o t h a t t h e e x p e c t e d

t a r g e t m i g h t n o t b e p r o p e r l y i d e n t i f i e d . T h i s i s e s p e c i a l l y t r o u b l e -

s o m e f o r t h e c a s e o f h i g h e r m o d e e x c i t a t i o n , w h e r e t h e s m a l l e r d a m p i n g

c o e f f i c i e n t s o f t h e l o w e r o r d e r m o d e s t o b e e l i m i n a t e d a l l o w t h e m t o

d o m i n a t e t h e e x p e c t e d h i g h e r o r d e r m o d e i n t h e l a t t e r p a r t o f t h e

l a t e - t i m e r e g i o n .

T h e s p e c t r a o f t h e n a t u r a l f i r s t a n d t h i r d m o d e t h i n c y l i n d e r

e x c i t a t i o n s i g n a l s p r e s e n t e d e a r l i e r i n F i g u r e 5 . 5 . 2 . 3 r e v e a l e d t h a t

p e a k s w e r e c r e a t e d a u t o m a t i c a l l y n e a r t h e f r e q u e n c i e s o f t h e m o d e s t o

b e e x c i t e d . T h i s b e h a v i o r i s p r o b a b l y d u e t o t h e e q u a l l y s p a c e d n a t u r e



2 2 2

o f t h e t h i n c y l i n d e r n a t u r a l f r e q u e n c i e s , a n d s h o u l d n ' t b e e x p e c t e d

i n t h e c a s e o f m o r e c o m p l e x t a r g e t s . F o r t h e s e c a s e s , t h o u g h , i t

m i g h t b e p o s s i b l e t o a r t i f i c i a l l y i n d u c e a p e a k i n t h e e x c i t a t i o n

s i g n a l s p e c t r u m a t a d e s i r e d f r e q u e n c y b y u s i n g t h e d a m p e d s i n u s o i d

b a s i s s e t . T h i s i s a c c o m p l i s h e d b y u s i n g c o m p l e x f r e q u e n c i e s n e a r

t h e n a t u r a l f r e q u e n c y t o b e e x c i t e d . A s a n e x a m p l e , c o n s i d e r t h e

f i r s t t h r e e m e a s u r e d n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f a M c D o n n e l D o u g l a s F - 1 8

a i r c r a f t s c a l e m o d e l ( a s d i s c u s s e d i n c h a p t e r 8 )

s 1 = - O . 2 6 + j 3 . 2 9 x 1 0 9

s 2 = - o . 1 3 + j 7 . 3 2 x 1 0 9 . ( 5 . 5 . 2 . 1 )

. 93 3 = - o . 4 4 + 3 9 . 8 9 x 1 0

F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 8 s h o w s s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m s c o n s t r u c t e d t o

e x c i t e t h e s e c o n d o f t h e s e t h r e e m o d e s . T h e d o t t e d c u r v e i s a f o r c e d

s i n / c o s w a v e f o r m s y n t h e s i z e d u s i n g t h e r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n

b a s i s s e t . T h e s o l i d c u r v e i s a f o r c e d s i n / c o s w a v e f o r m o f i d e n t i c a l

d u r a t i o n s y n t h e s i z e d u s i n g t h e d a m p e d s i n u s o i d b a s i s s e t w i t h t h e

p h a s e s a n d c o m p l e x f r e q u e n c i e s

£ 1 = - 0 . 1 3 + j 7 . 3 2 x 1 0 9 1 1 = o

g = - o 1 3 + 3 7 3 2 x 1 0 9 5 = - n
2 ‘ ° 2

£ 3 = 0 . 1 3 + j 7 . 3 2 x 1 0 9 1 3 = 0 ( 5 . 5 . 2 . 2 )

~ - o 1 3 + ' 7 3 2 1 0 9 I = - n5 4 - . J . x u
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 8 . F o r c e d s i n / c o s s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n s i g n a l s o f

d u r a t i o n T e = 2 ° 0 n s s y n t h e s i z e d u s i n g p u l s e f u n c t i o n s

( d o t t e d l i n e ) a n d d a m p e d s i n u s o i d s ( s o l i d l i n e ) t o

e x c i t e t h e s e c o n d m o d e o f t h e F - 1 8 a i r c r a f t m o d e l .
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I

\
O I

s = 0 . + j 7 . 3 2 x 1 0 ¢ 5 = -

N o t e t h a t t h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s a r e c h o s e n t o b e q u i t e c l o s e t o t h e

n a t u r a l f r e q u e n c y o f t h e m o d e t o b e e x c i t e d . F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 9 d i s p l a y s

t h e s p e c t r a o f t h e t w o e x c i t a t i o n s i g n a l s . I t i s s e e n t h a t w h i l e t h e

p u l s e f u n c t i o n s i g n a l h a s o n l y a s m a l l p o r t i o n o f i t s e n e r g y a t t h e

f r e q u e n c y o f t h e m o d e t o b e e x c i t e d , t h e d a m p e d s i n u s o i d s i g n a l h a s a

m a j o r i t y o f i t s e n e r g y a t t h i s f r e q u e n c y . B y p r o p e r c h o i c e o f t h e

c o m p l e x f r e q u e n c i e s , t h e s p e c t r u m h a s b e e n s h a p e d f o r i m p r o v e d s i n g l e

m o d e p e r f o r m a n c e .

A s i m i l a r f r e q u e n c y d o m a i n s h a p i n g c a n b e a c c o m p l i s h e d u s i n g

t h e F o u r i e r c o s i n e b a s i s s e t a s .

5 m 0
e ( t ) = Z a c o s ( — — J t ( 5 . 5 . 2 . 3 )

m T
m = 1 e

T h e d u r a t i o n o f t h i s s e c o n d m o d e f o r c e d s i n / c o s e x c i t a t i o n s i g n a l i s

c h o s e n s o t h a t t h e l a r g e s t e x p a n s i o n f r e q u e n c y i s e q u a l t o t h e

i m a g i n a r y p a r t o f t h e f r e q u e n c y o f t h e m o d e t o b e e x c i t e d . U s i n g

T e = 2 . 1 4 1 5 9 x 1 0 - 9 r e s u l t s i n t h e e x p a n s i o n f r e q u e n c i e s

m l = 1 . 4 6 4 x 1 0

* 9
w z = 2 . 9 2 8 x 1 0

~ 9
w = 4 . 3 9 2 x 1 0 ( 5 . 5 . 2 . 4 )
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0 . 0 5 . 0 1 0 - 0 1 5 . 0 2 0 . 0

R a d i a n f r e q u e n c y w x 1 0 - 9

F i g u r e 5 . 5 . 2 . 2 9 . S p e c t r a o f p u l s e f u n c t i o n ( d o t t e d l i n e ) a n d d a m p e d

s i n u s o i d ( s o l i d l i n e ) F - 1 8 s e c o n d m o d e e x c i t a t i o n

s i g n a l s f o r o = - 0 . 1 3 x 1 0 .
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w = 5 . 8 5 6 x 1 0 94 .

~ 90 5 = 7 . 3 2 0 x 1 0

N o t e t h a t ( 5 . 5 . 2 . 3 ) i s a D C E - p u l s e w a v e f o r m , s i n c e t h e m = 0 c o m p o n e n t

h a s n o t b e e n u s e d . T h i s i s i m p o r t a n t , s i n c e f u r t h e r n u m e r i c a l

e x p e r i m e n t a t i o n h a s s h o w n t h a t i f t h e m = 0 t e r m i s i n c l u d e d a m a j o r i t y

o f t h e e x c i t a t i o n s i g n a l e n e r g y i s f o r c e d t o r e s i d e n e a r m = 0 .

T h e e x c i t a t i o n s i g n a l g e n e r a t e d b y ( 5 . 5 . 2 . 3 ) u s i n g ( 5 . 5 . 2 . 4 )

i s s h o w n i n F i g u r e 5 . 5 . 2 . 3 0 w h i l e i t s s p e c t r u m i s d i s p l a y e d i n

F i g u r e 5 . 5 . 2 . 3 1 . T h e s p e c t r u m i s s e e n t o t a k e t h e d e s i r e d s h a p e , w i t h

t h e l a r g e s t p e a k a t t h e f r e q u e n c y o f t h e m o d e t o b e e x c i t e d . T h e o n l y

p r o b l e m f o r e s e e n u s i n g t h i s s y n t h e s i s t e c h n i q u e i s t h a t t h e d u r a t i o n

n e e d e d t o p l a c e t h e l a r g e s t e x p a n s i o n f r e q u e n c y a t t h e i m a g i n a r y p a r t

o f t h e f r e q u e n c y o f t h e m o d e t o b e e x c i t e d m a y b e t o o l a r g e t o b e

p r a c t i c a l ( d u e t o a l i m i t e d a m o u n t o f a v a i l a b l e l a t e - t i m e r e s p o n s e . )
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F i g u r e 5 . 5 . 2 . 3 0 . F o r c e d s i n / c o s s i n g l e m o d e e x c i t a t i o n w a v e f o r m o f

d u r a t i o n T e = 2 . 1 4 n s s y n t h e s i z e d u s i n g F o u r i e r c o s i n e
b a s i s f u n c t i o n s t o e x c i t e t h e s e c o n d m o d e o f t h e

F - 1 8 a i r c r a f t m o d e l .
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  0.0 I T I
0 . 0 5 - 0 1 0 - 0 1 5 - 0 2 0 - 0 2 5 . 0

R a d i a n f r e q u e n c y w x 1 0 -

F i g u r e 5 . 5 . 2 . 3 1 . S p e c t r u m o f F - 1 8 F o u r i s r c o s i n e s e c o n d m o d e e x c i t a t i o n
s i g n a l a t 0 = — 0 . 1 3 x 1 0 .
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5 . 6 E - p u l s e U n i q u e n e s s

A v e r y i m p o r t a n t t o p i c t o c o n s i d e r i s w h e t h e r t h e r e e x i s t s a

" p e r f e c t " E - p u l s e u n i q u e t o a p a r t i c u l a r t a r g e t . T h a t i s , f o r a g i v e n

t a r g e t c a n a f i n i t e d u r a t i o n w a v e f o r m b e c o n s t r u c t e d w h i c h e l i m i n a t e s

a l l t h e t a r g e t ' s n a t u r a l f r e q u e n c i e s ? F i g u r e s 5 . 6 . 1 a n d 5 . 6 . 2 a n d t h e

a n a l y s i s o f s e c t i o n 4 . 7 s u g g e s t t h a t s u c h a w a v e f o r m m i g h t e x i s t f o r

t h e c a s e o f t h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t . T h i s s e c t i o n w i l l e x p l o r e t h a t

p o s s i b i l i t y a l i t t l e m o r e f u l l y .

F i g u r e s 5 . 6 . 1 a n d 5 . 6 . 2 d i s p l a y n a t u r a l E - p u l s e s o f m i n i m u m

d u r a t i o n d e s i g n e d t o e l i m i n a t e v a r i o u s n u m b e r s o f n a t u r a l m o d e s o f t h e

t h i n c y l i n d e r t a r g e t u s i n g b o t h r e c t a n g u l a r p u l s e a n d F o u r i e r c o s i n e

b a s i s s e t s . I t a p p e a r s t h a t f o r e a c h b a s i s s e t t h e w a v e f o r m i s

c o n v e r g i n g t o t h e s a m e u n i q u e E - p u l s e a s t h e n u m b e r o f m o d e s t o b e

e l i m i n a t e d i s i n c r e a s e d . A n d s i n c e t h e s e E - p u l s e s i n v o l v e t h e f i r s t

" l a y e r " o f t h i n c y l i n d e r n a t u r a l r e s o n a n c e s , i t s e e m s t h a t t h i s u n i q u e ,

b a s i s - i n d e p e n d e n t w a v e f o r m m a y e l i m i n a t e a l l t h e f r e q u e n c i e s o f t h e

f i r s t l a y e r . I f t h i s i s i n d e e d t r u e , i t w o u l d b e p l a u s i b l e t o e x t e n d

t h e a s s u m p t i o n t o t h e e l i m i n a t i o n o f a l l t h e l a y e r s . I t i s i m p o r t a n t

t o n o t e t h a t i f t h e p e r f e c t E - p u l s e d o e s e x i s t i t m u s t b e a s p e c i f i c

n a t u r a l E - p u l s e . F o r a n y g i v e n n u m b e r o f m o d e s t o b e e l i m i n a t e d , t h e

f o r c e d E - p u l s e i s n o t w e l l d e f i n e d , s i n c e a l m o s t a n y d u r a t i o n m a y b e

c h o s e n . D e s p i t e t h e e x i s t a n c e o f a n i n f i n i t e n u m b e r o f n a t u r a l

E - p u l s e s , t h i s s e c t i o n w i l l c o n c e n t r a t e o n l y o n t h e n a t u r a l E - p u l s e o f

m i n i m u m d u r a t i o n .

T o p r o v e t h a t t h i s E - p u l s e i s c o n v e r g e n t i s q u i t e d i f f i c u l t .

I t r e q u i r e s t h a t a l l t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t h i n c y l i n d e r
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5
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1
.
0

  0.0 I I

0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 - 5

N o r m a l i z e d t i m e t / ( L / c )

F i g u r e 5 . 6 . 1 . N a t u r a l E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d u s i n g

p u l s e f u n c t i o n s t o e l i m i n a t e 3 , 5 , 7 , a n d 1 0 m o d e s o f

t h e t h i n c y l i n d e r .
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.
0 1

  

“ 3 . 0
N

“ 3 . 1
“ Q 3 , N

. 2 5
' 3 .

1 w e .
3 : , . .
‘ 8

E

0 - 4

“ 30 “

a
c ; I I I I I
0 . 0 0 . 5 1 . 0 1 . 5 2 . 0 2 . 5

N o r m a l i z e d t i m e t / ( L / c )

F i g u r e 5 . 6 . 2 . N a t u r a l E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n s y n t h e s i z e d u s i n g

F o u r i e r c o s i n e b a s i s f u n c t i o n s t o e l i m i n a t e t h e f i r s t

5 , 6 , 7 , 8 , 9 , a n d 1 0 m o d e s o f t h e t h i n c y l i n d e r .
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b e k n o w n ( o r , a t l e a s t t h o s e o f t h e f i r s t l a y e r ) , a n d i t r e q u i r e s t h a t

t h e E - p u l s e w a v e f o r m b e c a l c u l a t e d f o r i n c r e a s i n g l y l a r g e r n u m b e r s o f

n a t u r a l f r e q u e n c i e s . N e i t h e r o f t h e s e a r e p r a c t i c a l , o f c o u r s e , b u t

i t i s i n t e r e s t i n g t o e x p l o r e a f e w a s p e c t s o f E - p u l s e c o n v e r g e n c e u s i n g

t h e p u l s e f u n c t i o n b a s i s s e t .

I f t h e E - p u l s e i s t r u l y u n i q u e , t h e n i t s h o u l d b e i n d e p e n d e n t o f

t h e b a s i s s e t c h o s e n t o r e p r e s e n t i t ( i n t h e i n f i n t e l i m i t ) , a s l o n g a s

t h e b a s i s s e t i s c o m p l e t e . H o w e v e r , i t i s p o s s i b l e t o r e p r e s e n t

e x p l i c i t l y t h e E - p u l s e w a v e f o r m u s i n g r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n s a n d

t h e a n a l y s i s o f s e c t i o n 4 . 6 . 1 . T h i s i s n o t p o s s i b l e w i t h t h e o t h e r

c o m p l e t e b a s i s s e t s . ( A t l e a s t , n o t a t t h i s t i m e . ) W i t h o u t t h e

e x p l i c i t r e p r e s e n t a t i o n , i t i s q u i t e d i f f i c u l t t o c o m p a r e t h e w a v e -

f o r m s a s N , t h e n u m b e r o f f r e q u e n c i e s t o b e e l i m i n a t e d , i s t a k e n t o

i n f i n i t y .

T h e m o s t a p p a r e n t r e q u i r e m e n t f o r E - p u l s e u n i q u e n e s s i s t h a t t h e

d u r a t i o n c o n v e r g e t o a s p e c i f i c v a l u e . E v e n i f t h i s h a p p e n s , t h o u g h ,

i t d o e s n o t i n s u r e t h a t t h e c o r r e s p o n d i n g w a v e f o r m w i l l c o n v e r g e .

H o w e v e r , i f t h e d u r a t i o n d o e s n o t c o n v e r g e , t h e w a v e f o r m c a n n o t

p o s s i b l y c o n v e r g e . E q u a t i o n 4 . 6 . 1 . 2 4 r e v e a l s t h a t t h e d u r a t i o n i s

d e p e n d e n t o n l y u p o n t h e i m a g i n a r y p a r t o f o n e o f t h e n a t u r a l f r e q u e n -

c i e s o f t h e t a r g e t . F o r t h e n a t u r a l E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n ,

t h i s b e c o m e s

0
T - 2 N ; — ( 5 . 6 . 1 )

w h e r e w h i s t h e l a r g e s t i m a g i n a r y f r e q u e n c y c o m p o n e n t t o b e e l i m i n a t e d .
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T h u s , f o r t h e d u r a t i o n t o c o n v e r g e t o a c e r t a i n v a l u e , w h m u s t b e

d i r e c t l y p r o p o r t i o n a l t o N i n t h e l i m i t t h a t N + m . F o r t h e c a s e o f

t h e t h i n c y l i n d e r , t h e i m a g i n a r y p a r t o f t h e k ' t h n a t u r a l f r e q u e n c y

c a n b e r e p r e s e n t e d a s

C“ ’ 1 . = 1 : 0 . - 5 0 . ) ) 1 ' ( 5 . 6 . 2 )

w h e r e

l i m 6 ( k ) =k w T 0 ( 5 . 6 . 3 )

T h i s i s i n a c c o r d a n c e w i t h t h e o b s e r v e d b e h a v i o r o f t h e f i r s t l a y e r o f

n a t u r a l f r e q u e n c i e s , a n d i s s h o w n q u i t e c l e a r l y i n T a b l e 5 . 6 . 1 a n d

F i g u r e 5 . 6 . 3 . W i t h t h i s , t h e m i n i m u m d u r a t i o n c o n v e r g e s t o

_ l i m 0 ‘ 2
( T e ) m i n - N + m 2 N fl N - 6 ( N ) c ( 5 . 6 . 4 )

- E- 2 c

d e m o n s t r a t i n g t h e u n i q u e n e s s o f t h e E - p u l s e d u r a t i o n .

W i t h t h e d u r a t i o n s h o w n t o c o n v e r g e t o a u n i q u e v a l u e i t b e c o m e s

n e c e s s a r y t o v e r i f y t h a t t h e c o r r e s p o n d i n g w a v e f o r m c o n v e r g e s t o a

u n i q u e s h a p e . T h i s i s q u i t e d i f f i c u l t , s i n c e i t r e q u i r e s t h e c o n -

s t r u c t i o n o f a n i n c r e a s i n g l y l a r g e n u m b e r o f p u l s e f u n c t i o n a m p l i t u d e s .

I n d e e d , i t w o u l d b e m u c h e a s i e r t o p r o v e t h e o p p o s i t e - - t h a t t h e

w a v e f o r m d o e s n o t c o n v e r g e . F i g u r e 5 . 6 . 1 s h o w s w h y t h i s m i g h t b e a
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T a b l e 5 . 6 . 1 T h i n c y l i n d e r n a t u r a l f r e q u e n c i e s a n d a p p r o x i m a t i o n s .

O n l o g ( n ) w n ( L / c )
n o n ( L / c ) O n - l l o g ( n + 1 ) - . 3 4 0 9 l o g ( n + 1 ) n n

1 - 0 . 2 6 0 1 - O . 2 3 6 2 0 . 9 2 5 0

2 - 0 . 3 8 0 8 . 9 2 3 7 - 0 . 3 7 4 5 . 9 5 6 0

3 - 0 . 4 6 8 4 . 9 1 0 5 - 0 . 4 7 2 6 . 9 6 1 3

4 - 0 . 5 3 8 2 . 9 8 9 7 - 0 . 5 4 8 7 . 9 6 8 5

5 - 0 . 5 9 9 7 . 0 0 1 - O . 6 1 0 8 . 9 7 0 8

6 - 0 . 6 5 3 5 . 0 0 3 - O . 6 6 3 4 . 9 7 4 0

7 - 0 . 7 0 3 7 . 0 0 8 - 0 . 7 0 8 9 . 9 7 5 4

8 - O . 7 4 8 6 . 0 0 7 - O . 7 4 9 0 . 9 7 7 6

9 - 0 . 7 9 2 3 . 0 1 0 - 0 . 7 8 5 0 . 9 7 8 6

1 0 - 0 . 8 3 1 9 . 0 0 8 - 0 . 8 1 7 4 . 9 8 0 0
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I

. 1 1 . o
1 0 1 / ‘ \ . / \ o

1 0 0 - ” '

0 9 9 " " o /

0 . 9 8 ‘ 1 ' / . / 0 — — — - o

0 ” .

0 9 7 « 1 - . / ° / m n C L / C )

‘ / / / ’ n w

O 9 6 ~ - ’ / , / °

0 . 9 5 - -

q _ l o g ( n )
O 9 4 - - o _ 1 l o g ( n + 1 )

0 . 9 3 "

0 9 2 1 » \ \ \ \

0 9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1  
F i g u r e 5 . 6 . 3 . T h i n c y l i n d e r n a t u r a l f r e q u e n c y b e h a v i o r .
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w o r r y . A s N i s i n c r e a s e d , t h e l e a d i n g p o r t i o n o f t h e E - p u l s e w a v e -

f o r m a p p e a r s t o i n c r e a s e w i t h o u t b o u n d . I t i s i m p o r t a n t t o e x a m i n e

t h i s b e h a v i o r m o r e c l o s e l y .

E q u a t i o n 4 . 6 . 1 . 4 2 s t a t e s t h a t t h e r e l a t i v e a m p l i t u d e o f t h e

f i r s t p u l s e f u n c t i o n i s a l w a y s p o s i t i v e a n d i s d e t e r m i n e d o n l y b y t h e

E - p u l s e d u r a t i o n a n d b y t h e r e a l p a r t s o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s t o

b e e l i m i n a t e d . I t i s g i v e n b y

( 5 . 6 . 5 )

w h e r e A i s t h e w i d t h o f e a c h p u l s e , a i s t h e a m p l i t u d e o f t h e f i r s t
1

p u l s e f u n c t i o n , a n d a i s t h e a m p l i t u d e o f t h e l a s t p u l s e f u n c t i o n .
2 N

B y k n o w i n g a l l t h e 0 ' s i t w o u l d b e p o s s i b l e t o c a l c u l a t e t h e r e l a t i v e

a m p l i t u d e o f t h e f i r s t p u l s e . T h e r e a r e t h r e e p o s s i b l e v a l u e s i t c a n

t a k e a s N + m . I t m i g h t d i v e r g e ( i . e . d + w o r 0 1 + s i n g l e v a l u e ) ,
1

i t m i g h t c o n v e r g e t o z e r o , o r i t m i g h t c o n v e r g e t o a n u m b e r # 0 . I t

w o u l d b e h o p e d t h a t t h e a m p l i t u d e w o u l d c o n v e r g e t o a n o n z e r o v a l u e .

I f 0 1 d o e s a p p r o a c h i n f i n i t y , i t d o e s n ' t n e c e s s a r i l y m e a n t h a t t h e

E - p u l s e d o e s n ' t c o n v e r g e , s i n c e t h i s c o u l d a l s o i n d i c a t e t h a t

0 2 N = 0 ( a n d t h u s e ( T e ) = O . )

O f g r e a t e s t i n t e r e s t i s A 0 1 w h i c h d e s c r i b e s t h e a r e a

o f t h e f i r s t p u l s e f u n c t i o n . I f t h e E - p u l s e i s c o n v e r g i n g t o a

c o n t i n u o u s w a v e f o r m , t h e n A d w i l l c o n v e r g e t o z e r o , f o r e a c h 0 .

H o w e v e r , t h e n o n l i n e a r E - p u l s e a n a l y s i s o f s e c t i o n 4 . 7 s u g g e s t e d t h e

p o s s i b i l i t y t h a t t h e f i r s t p u l s e f u n c t i o n m i g h t a c t u a l l y c o n v e r g e t o
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a n i m p u l s e . I n t h a t c a s e , i t s a r e a w o u l d a p p r o a c h a c o n s t a n t . T h i s

r e q u i r e s t h a t d b e i n v e r s e l y p r o p o r t i o n a l t o t h e w i d t h o f a p u l s e ,
1

f o r N v e r y l a r g e . T h a t i s , i f t h e w i d t h o f t h e p u l s e s i s d e c r e a s e d

b y o n e h a l f , t h e r e l a t i v e a m p l i t u d e o f t h e f i r s t p u l s e m u s t d o u b l e .

T o e x a m i n e t h e b e h a v i o r o f t h e f i r s t p u l s e f u n c t i o n a m p l i t u d e ,

i t i s c o n v e n i e n t t o r e w r i t e ( 5 . 6 . 5 ) , r e p l a c i n g t h e p r o d u c t o f

e x p o n e n t i a l s w i t h t h e e x p o n e n t i a l o f a s u m

0 A N
a = e N e x p { - 2 A 2 o n } ( 5 . 6 - 6 )

n = 1

T h i s p u l s e f u n c t i o n a m p l i t u d e w i l l c o n v e r g e t o a s p e c i f i c n o n z e r o

v a l u e o n l y i f

N
l i m
N + m U N A Z A H E I O H ( 5 . 6 . 7 )

e x i s t s . A s t h e d u r a t i o n T e = 2 N A i s c o n v e r g i n g t o a u n i q u e v a l u e a s

N + m , ( 5 . 6 . 7 ) c a n b e w r i t t e n a s

T O N
N

1 1 1 - j : N e [ 2 ' E o n ] ( 5 . 6 . 8 )
= 1

O n t h e o t h e r h a n d , t h e f i r s t p u l s e w i l l c o n v e r g e t o a n i m p u l s e i f

N
l i m U N AN + w A e e x p { 2 A n é l o n } ( 5 . 6 . 9 )

e x i s t s a n d i s n o t z e r o . T h i s r e q u i r e s
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l i m 1 { O N
N + w N ' _ — -2 o n - N l o g N = K ( 5 . 6 . 1 0 )

I
I
M
Z

w h e r e K i s s o m e c o n s t a n t .

R a t h e r t h a n c a l c u l a t i n g t h e a m p l i t u d e o f t h e f i r s t p u l s e

f u n c t i o n b a s e d u p o n a k n o w l e d g e o f a l l t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s , i t i s

m o r e e x p e d i e n t t o e x a m i n e i t s b e h a v i o r u s i n g a n e m p i r i c a l r e l a t i o n -

s h i p f o r o n . E x a m i n a t i o n o f t h e f i r s t l a y e r o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s

o f t h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t r e v e a l s t h a t t h e r e a l p a r t s a r e n e g a t i v e

a n d m o n o t o n i c a l l y i n c r e a s i n g ( n e g a t i v e l y . ) U s i n g t h e f i r s t t e n

n a t u r a l f r e q u e n c i e s i t i s p o s s i b l e t o d e d u c e t h a t t h e 0 ' s o b e y a n

a p p r o x i m a t e r e l a t i o n s h i p g i v e n b y

c
a — 0 0o n A l o g ( n + 1 ) L ( 5 6 1 1 )

w h e r e A < 0 . T h i s i s s h o w n q u i t e c l e a r l y i n T a b l e 5 . 6 . 1 a n d i n F i g u r e

5 . 6 . 3 , w h i c h p l o t s ( o ( n ) / o ( n - 1 ) ) ~ ( l o g ( n ) / l o g ( n + 1 ) ) . I f t h e r e l a t i o n -

s h i p w e r e e x a c t , t h i s w o u l d y i e l d u n i t y . I t i s n o t e x a c t , b u t i t i s

q u i t e c l o s e . T h e v a l u e o f t h e c o n s t a n t A i s d e t e r m i n e d b y p e r f o r m i n g

a l e a s t s q u a r e s f i t o f t h e 0 ' s

Z o n l o g ( n + 1 )

A = - “ ( 5 . 6 . 1 2 )

{ 1 1 0 8 ( n + 1 ) 1 2
1 ' 1

 

S u b s t i t u t i n g t h e v a l u e s f o r o n f r o m T a b l e 5 . 6 . 1 g i v e s A = - 0 . 3 4 0 9 . T h e
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v a l u e s o f o n g e n e r a t e d u s i n g t h i s v a l u e o f A a n d ( 5 . 6 . 1 1 ) a r e a l s o

s h o w n i n T a b l e 5 . 6 . 1 .

U s i n g ( 5 . 6 . 1 1 ) i n t h e f o r m u l a f o r t h e r e l a t i v e a m p l i t u d e o f t h e

f i r s t p u l s e f u n c t i o n , a l o n g w i t h t h e r e l a t i o n s h i p f o r t h e d u r a t i o n

f o r l a r g e N

A = — — = — — ( 5 . 6 . 1 3 )

r e s u l t s i n

N

0 1 = e p r fi - l o g ( N + 1 ) } H e x p f - Z A - é l o g ( n + 1 ) } ( 5 . 6 . 1 4 )

n = 1

o r

~ A / N N - 2 A / N
0 1 1 - ( N + 1 ) H ( n + 1 )

n = 1

= ( N + 1 ) A / N ( ( N + 1 ) ! 1 ' 2 A / N ( 5 . 6 . 1 5 )

F o r l a r g e N , S t i r l i n g ' s a p p r o x i m a t i o n f o r t h e f a c t o r i a l f u n c t i o n [ 7 Q ]

( n / e ) “ / 2 n n ( 5 . 6 . 1 6 )D I!

c a n b e a p p l i e d t o y i e l d
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N + 1 - 2 A / N
5 . ~ ( N + 1 ) A / N [ ( § ‘ — : - 1 — ) / 2 1 I ( N + 1 )

e ( 5 . 6 . 1 7 )( 2 0 )
- A / N [ N + 1 ] ' 2 A ( N + 1 ) / N

+ ( N / e ) - 2 A a s N + w

T h u s , s i n c e A < 0 , 0 1 d o e s n o t c o n v e r g e . T h i s a g r e e s w i t h t h e t r e n d

s e e n i n F i g u r e 5 . 6 . 1 , w h e r e t h e r e l a t i v e a m p l i t u d e o f t h e f i r s t p u l s e

s e e m s t o g r o w a s N i n c r e a s e s . N o w , t h e r e l a t i v e a r e a o f t h e f i r s t

p u l s e g o e s t o

 

6 6 1 1 + 1 : 6 2 A 1 1 ‘ 2 " “ 1 ( 5 . 6 . 1 8 )

T h u s

' O A > - %

1 6 2 1 + 1 . . A < 4 » ; ( 5 . 6 . 1 9 )

K L . e - 1 A = — 5 5

C

S i n c e A = - 0 . 3 4 0 9 , t h e r e l a t i v e a r e a o f t h e f i r s t p u l s e c o n v e r g e s t o

z e r o . T h i s i m p l i e s t h a t w h i l e t h e a m p l i t u d e i n c r e a s e s i n a n u n b o u n d e d

m a n n e r a s N + m , t h e a r e a b e h a v e s a s d o e s t h e a r e a o f a b o u n d e d p u l s e .
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T h i s s e c t i o n h a s n o t p r o v e d o r d i s p r o v e d t h e c o n v e r g e n c e o f

t h e t h i n c y l i n d e r E — p u l s e w a v e f o r m . H o w e v e r , i t h a s p r o v i d e d s o m e

i n s i g h t i n t o t h e d i f f i c u l t y s u c h a p r o o f m i g h t e n t a i l .
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6 . 1 I n t r o d u c t i o n

T h e m o s t o b v i o u s r e q u i r e m e n t f o r t h e i m p l e m e n t a t i o n o f a r a d a r

t a r g e t d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e b a s e d o n n a t u r a l t a r g e t r e s o n a n c e s i s t h e

a c c u r a t e k n o w l e d g e o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f a w i d e v a r i e t y o f

t a r g e t s . F o r m o s t r e a l i s t i c t a r g e t s , t h e o r e t i c a l d e t e r m i n a t i o n o f t h e

n a t u r a l f r e q u e n c i e s i s i m p r a c t i c a l . T h u s i t b e c o m e s n e c e s s a r y , i n

s o m e m a n n e r , t o d e t e r m i n e t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s f r o m a m e a s u r e m e n t

o f t h e r e s p o n s e o f a s c a l e m o d e l t a r g e t .

T h i s c h a p t e r p r e s e n t s a v a r i e t y o f m e t h o d s f o r e x t r a c t i n g t h e

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f a t a r g e t f r o m i t s m e a s u r e d r e s p o n s e . B a s i c a l l y ,

t h e m e t h o d s c a n b e d i v i d e d i n t o f o u r c a t e g o r i e s . T h e f i r s t i n v o l v e s

P r o n y ' s m e t h o d , w h i c h i s w e l l k n o w n a n d w a s d i s c u s s e d i n c h a p t e r 3 .

I t h a s m a n y d i s a d v a n t a g e s , i n c l u d i n g a h i g h s e n s i t i v i t y t o n o i s e , w h i c h

p r o m p t s t h e i n v e s t i g a t i o n i n t o t h e o t h e r m e t h o d s p r e s e n t e d i n t h i s

c h a p t e r . I n t h e s e c o n d g r o u p , m e t h o d s a r e d e v e l o p e d w h i c h e m p l o y l e a s t

s q u a r e s p a r a m e t e r e s t i m a t i o n , i n c l u d i n g a t e c h n i q u e f o r r e g u l a r i z i n g

t h e u s u a l l y i l l - c o n d i t i o n e d p r o b l e m . T h e l a s t t w o g r o u p s u t i l i z e t h e

E - p u l s e c o n c e p t , s o l v i n g f i r s t f o r a n E - p u l s e a n d t h e n e x t r a c t i n g t h e

n a t u r a l f r e q u e n c i e s f r o m t h e E - p u l s e w a v e f o r m . T h e f i r s t o f t h e s e t w o

g r o u p s i n v o l v e s m i n i m i z i n g t h e n o r m o f t h e l a t e - t i m e c o n v o l u t i o n o f

2 4 2
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t h e m e a s u r e d r e s p o n s e a n d t h e E - p u l s e w a v e f o r m . T h e s e c o n d i n v o l v e s

u s i n g t h e m e t h o d o f m o m e n t s t o s o l v e t h e i n t e g r a l e q u a t i o n o b t a i n e d b y

s e t t i n g t h i s c o n v o l u t i o n e q u a l t o z e r o .

E a c h o f t h e s e t e c h n i q u e s w i l l b e e x a m i n e d i n d e t a i l . T h e i r

p e r f o r m a n c e u n d e r v a r i o u s c i r c u m s t a n c e s , i n c l u d i n g t h e p r e s e n c e o f

r a n d o m n o i s e , w i l l b e e x a m i n e d f o r a r t i f i c i a l l y c o n s t r u c t e d r e s p o n s e s .

6 . 2 P r o n y ' s M e t h o d

P r o n y ' s m e t h o d i s a n o l d a n d w e l l r e s p e c t e d t e c h n i q u e f o r

a p p r o x i m a t i n g a k n o w n f u n c t i o n u s i n g a f i n i t e s u m o f c o m p l e x

e x p o n e n t i a l s [ 4 9 ] . I f t h e f u n c t i o n i s t a k e n a s t h e m e a s u r e d r e s p o n s e

o f a t a r g e t t h e n t h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s u s e d t o c o n s t r u c t t h e c u r v e

w h i c h p a s s e s t h r o u g h a l l t h e m e a s u r e d d a t a p o i n t s ( o r a s e l e c t e d

s u b s e t ) c a n b e t a k e n a s a n e s t i m a t e o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s i n t h e

r e s p o n s e .

L e t r ( t ) r e p r e s e n t t h e r e s p o n s e o f a c o n d u c t i n g t a r g e t , a n d

a s s u m e t h a t t h e r e s p o n s e i s s a m p l e d a t a f i n i t e n u m b e r o f p o i n t s i n

t i m e . T h e n { r 1 } ' { r ( t i ) } b e c o m e s t h e d i s c r e t e r e p r e s e n t a t i o n o f t h e

m e a s u r e d r e s p o n s e , w h e r e t i i s t h e t i m e o f t h e i ' t h s a m p l e

t i = ( i - 1 ) A ( 6 . 2 . 1 )

a n d A i s t h e c o n s t a n t s a m p l i n g i n t e r v a l . P r o n y ' s m e t h o d a t t e m p t s t o

f i n d a f u n c t i o n o f t h e f o r m

M t£ ( c ) = Z c e S m ( 6 . 2 . 2 )
m = 1 m
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w h i c h h a s t h e s a m e v a l u e s a s r ( t ) a t t h e s a m p l e d t i m e s . H e r e S m a n d

c m a r e c o m p l e x q u a n t i t i e s . E q u a t i o n ( 6 . 2 . 2 ) c a n a l s o b e w r i t t e n a s

M
f ( t ) = Z c m 2 ; ( 6 . 2 . 3 )

m = l

w h e r e

z = e s m ( 6 . 2 . 4 )

T h e f u n c t i o n f ( t ) i s a g o o d m o d e l f o r r ( t ) i f r ( t ) i s c o m p o s e d o f a

s u m o f d a m p e d s i n u s o i d s ( a s e x p e c t e d i n t h e l a t e - t i m e r e s p o n s e o f a

t a r g e t . ) S i n c e r ( t ) i s n e c e s s a r i l y r e a l , c m a n d s I n w i l l o c c u r o n l y

o n l y i n c o m p l e x c o n j u g a t e p a i r s .

F o r f ( t ) t o b e c a l c u l a t e d u n i q u e l y , t h e r e m u s t b e a t l e a s t 2 M

s a m p l e d r e s p o n s e p o i n t s . T h e n f ( t ) c a n b e m a d e t o f i t e x a c t l y t h r o u g h

t h o s e p o i n t s . I f f e w e r p o i n t s a r e u s e d t h e r e s u l t i n g v a l u e s o f t h e

c o m p l e x f r e q u e n c i e s w i l l n o t b e a g o o d e s t i m a t e o f t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s i n t h e r e s p o n s e . I t i s t h u s n e c e s s a r y t o h a v e a g o o d

g u e s s a t t h e n u m b e r o f c o m p l e x e x p o n e n t i a l s n e e d e d t o a c c u r a t e l y

m o d e l t h e m e a s u r e d r e s p o n s e ( i . e . t o k n o w h o w m a n y m o d e s a r e

p r e s e n t i n t h e r e s p o n s e . )

S i n c e t h e s a m p l i n g d e n s i t y A i s a s s u m e d t o b e c o n s t a n t ,

e q u a t i n g t h e s a m p l e d r e s p o n s e a n d t h e m o d e l f ( t ) d e m a n d s t h a t t h e

f o l l o w i n g d i f f e r e n c e e q u a t i o n b e s a t i s f i e d
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M M MA M A M - j
r - Z a r = Z c . ( 2 . ) - Z a , ( Z . ) ( 6 . 2 . 5 )
M i = 1 i M 1 i = 1 1 1 j = l 3 1

I n e s s e n c e , t h i s r e q u i r e s t h a t t h e m o d e l f i t e x a c t l y t h r o u g h t h e

A
s a m p l e d r e s p o n s e p o i n t s . N o w , l e t Z i b e t h e c o m p l e x r o o t s o f t h e

p o l y n o m i a l e q u a t i o n

a Z = 0 ( 6 . 2 . 6 )

U s i n g t h i s , t h e r i g h t h a n d s i d e o f ( 6 . 2 . 5 ) r e d u c e s t o z e r o a n d t h e

e q u a t i o n b e c o m e s

M

. 2 a i r M - i = r M ( 6 . 2 . 7 )

i = 1

T h e c o e f f i c i e n t s o f t h e p o l y n o m i a l c a n b e d e t e r m i n e d b y c h o o s i n g R E M

s a m p l e d r e s p o n s e v a l u e s t o u s e i n t h e r i g h t h a n d s i d e o f ( 6 . 2 . 7 ) .

T h i s r e s u l t s i n

M

i § 1 a i r M + k - i = r M + k k = 1 ’ 2 ’ ° " ’ K ( 6 - 2 - 8 )

E q u a t i o n ( 6 . 2 . 8 ) i s a m a t r i x e q u a t i o n w h i c h c a n b e s o l v e d q u i t e e a s i l y

u s i n g s t a n d a r d t e c h n i q u e s . I f K > M i t c a n b e s o l v e d a p p r o x i m a t e l y u s i n g

t h e m e t h o d o f l e a s t s q u a r e s . O n c e t h e a ' s a r e d e t e r m i n e d , t h e r o o t s

2 A a r e f o u n d b y s o l v i n g ( 6 . 2 . 6 ) , a n d e s t i m a t e s f o r t h e n a t u r a l f r e -
i

q u e n c i e s i n t h e m e a s u r e d r e s p o n s e a r e g i v e n v i a ( 6 . 2 . 4 ) a s
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1
s m = Z ' l o g ( Z m ) ( 6 . 2 . 9 )

L a s t l y , w i t h 3 1 k n o w n , t h e c o m p l e x a m p l i t u d e s c i c a n b e d e t e r m i n e d b y

s o l v i n g

f ( t i ) = r ( t i ) i = 1 , 2 , . . . , K ( 6 . 2 . 1 0 )

b y t h e m e t h o d o f l e a s t s q u a r e s .

P r o n y ' s m e t h o d i s e x t r e m e l y s i m p l e t o u s e . E x c e p t f o r ( 6 . 2 . 6 )

a l l e q u a t i o n s a r e l i n e a r a n d c a n b e s o l v e d u s i n g s t a n d a r d m a t r i x

a l g e b r a . S e v e r a l s t a n d a r d n u m e r i c a l t e c h n i q u e s a l s o e x i s t f o r

s o l v i n g t h e l a r g e p o l y n o m i a l e q u a t i o n ( 6 . 2 . 6 ) . H o w e v e r , P r o n y ' s

m e t h o d h a s m a n y s h o r t c o m i n g s w h i c h g r e a t l y r e d u c e i t s u s e f u l n e s s u n d e r

p r a c t i c a l c i r c u m s t a n c e s . T h e w o r s t o f t h e s e i s i t s e x t r e m e s e n s i -

t i v i t y t o r a n d o m n o i s e , w h i c h w i l l a l m o s t c e r t a i n l y b e p r e s e n t i n t h e

m e a s u r e d r e s p o n s e . H i l d e b r a n d [ S Q ] g i v e s a c l a s i c e x a m p l e o f s e n s i -

t i v i t y t o e r r o r s i n t h e d a t a , i n d i c a t i n g t h a t P r o n y ' s m e t h o d i s

i n h e r e n t l y a n i l l - c o n d i t i o n e d a l g o r i t h m , a n d a v e r a g i n g o f r e s u l t s o v e r

d i f f e r e n t g r o u p s o f s a m p l e s o r u s i n g l i n e a r l e a s t s q u a r e s i n ( 6 . 2 . 8 )

c a n o n l y g i v e m a r g i n a l l y i m p r o v e d r e s u l t s . E x a m p l e s o f t h e p e r f o r m a n c e

o f P r o n y ' s m e t h o d i n t h e p r e s e n c e o f r a n d o m n o i s e , a n d a n a d d i t i o n a l

s u g g e s t i o n f o r i m p r o v e m e n t , a r e p r e s e n t e d i n s e c t i o n 6 . 9 .

A s e c o n d i m p o r t a n t d r a w b a c k t o P r o n y ' s m e t h o d i s t h e n e c e s s i t y

o f k n o w i n g t h e n u m b e r o f m o d e s p r e s e n t i n t h e m e a s u r e d r e s p o n s e

w a v e f o r m . I f M / 2 m o d e s a r e a c t u a l l y p r e s e n t , u s i n g f e w e r t h a n M
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e x p o n e n t i a l s i n ( 6 . 2 . 2 ) r e s u l t s i n v e r y i n a c c u r a t e e s t i m a t e s o f t h e

n a t u r a l f r e q u e n c i e s . T h i s i s e s p e c i a l l y m i s l e a d i n g s i n c e t h e

a p p r o x i m a t i o n f ( t ) c a l c u l a t e d u s i n g t h e s m a l l e r n u m b e r o f e x p o n e n t i a l s

w i l l s t i l l p a s s e x a c t l y t h r o u g h t h e s a m p l e d p o i n t s , a n d w i l l p r o b a b l y

b e a g o o d a p p r o x i m a t i o n e l s e w h e r e ( a g a i n , s e e t h e e x a m p l e i n

H i l d e b r a n d . )

L a s t l y , a l t h o u g h i t i s n o t o f g r e a t c o n s i d e r a t i o n w i t h m o s t

m e a s u r e m e n t s y s t e m s , P r o n y ' s m e t h o d i s t h e o n l y t e c h n i q u e o f t h i s

c h a p t e r t h a t r e q u i r e s a c o n s t a n t s a m p l i n g d e n s i t y .

T h e s e p r a c t i c a l d i f f i c u l t i e s h a v e p r o m p t e d t h e n e e d f o r i m p r o v e d

n a t u r a l f r e q u e n c y e x t r a c t i o n t e c h n i q u e s . F i v e s u c h m e t h o d s a r e

c o n s i d e r e d i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s .

6 . 3 L e a s t S q u a r e s C u r v e F i t t i n g

L e t { r 1 } ' { r ( t i ) } r e p r e s e n t t h e m e a s u r e d r e s p o n s e o f a

c o n d u c t i n g t a r g e t , s a m p l e d a t t i m e s t i . A s s u m i n g t h a t t h e r e s p o n s e i s

c o m p o s e d o f a f i n i t e n u m b e r o f n a t u r a l m o d e s ( p l u s p o s s i b l y a D C

l e v e l ) , a n e s t i m a t e o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s c o n t a i n e d i n r ( t ) c a n

b e d e t e r m i n e d b y f i n d i n g t h e f u n c t i o n o f t h e f o r m

N -
O t A

F ( A 1 , . . . , w N , K , t ) = K + 2 A n a n c o s ( m n t + w n ) ( 6 . 3 . 1 )
n = l

w h i c h " b e s t f i t s " i n s o m e w a y t h e m e a s u r e d d a t a . W i t h a b e s t f i t , t h e

e x t r a c t e d n a t u r a l f r e q u e n c i e s a r e g i v e n b y ( 8 n + j m n ) .

T h e m o s t c o m m o n m e a n s o f d e t e r m i n i n g a b e s t f i t i s t o m i n i m i z e

t h e s q u a r e d e r r o r b e t w e e n t h e f i t t i n g f u n c t i o n a n d t h e m e a s u r e d d a t a .



2 4 8

I n t e r m s o f m u l t i v a r i a b l e c a l c u l u s , l e t E ( § ) b e a n o n l i n e a r v e c t o r

v a l u e d f u n c t i o n o f t h e v e c t o r i , w h e r e E h a s t h e f o r m g i v e n i n ( 6 . 3 . 1 )

w i t h i ' t h c o m p o n e n t F ( A 1 , . . . , w N , K , t i ) a n d § i s g i v e n b y

+ Tx = ( A 1 , o l , . . . , w N , w N , K ) ( 6 . 3 . 2 )

+ +

w h e r e T d e n o t e s m a t r i x t r a n s p o s e . N o w , d e f i n e R ( x ) a s t h e d i f f e r e n c e

b e t w e e n t h e m e a s u r e d d a t a a n d t h e f i t t i n g f u n c t i o n

R i ( § ) = F 1 ( § ) - r i ( 6 . 3 . 3 )

w h e r e

F 1 6 ? ) = M a u i )
( 6 . 3 . 4 )

R i ( X ) = R ( X . t i )

T h e n , l e a s t s q u a r e s a n a l y s i s r e q u i r e s t h e m i n i m i z a t i o n o f [ 5 H

( 6 . 3 . 5 )H

II
M
K

z:
r
6
»
A x
+
V1 2 6 ? ) = l i k i n g

+

w i t h r e s p e c t t o t h e v e c t o r x , w h e r e M i s t h e n u m b e r o f d a t a p o i n t s t o

b e u s e d a n d t h e s u b s c r i p t 2 o n t h e a b s o l u t e v a l u e s i g n d e s i g n a t e s L 2

n o r m ( v e c t o r m a g n i t u d e . ) I n v e c t o r n o t a t i o n , e q u a t i o n ( 6 . 3 . 5 ) c a n

a l s o b e w r i t t e n a s

E ( § ) = § ( § ) T § ( § ) ( 6 . 3 . 6 )
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M i n i m i z a t i o n o f t h e q u a n t i t y ( 6 . 3 . 5 ) i s a c c o m p l i s h e d b y s e t t i n g

t h e p a r t i a l d e r i v a t i v e s o f R ( x ) w i t h r e s p e c t t o e a c h o f t h e c o m p o n e n t s

O f X e q u a l t o z e r o . T h l s i S m e r e l y t h e g r a d i e n t O f E , S O

3 - - o .K V " X . 2 1 V , X , X

w h i c h c a n b e w r i t t e n i n m a t r i x n o t a t i o n a s

T + +
f ( T ) . 3 % ( § ) R ( x ) = 0 ( 6 . 3 . 8 )

w h e r e 3 £ ( ; ) i s t h e J a c o b i a n m a t r i x o f § ( § ) , w i t h e n t r i e s

. +

a + 3 R i ( x )

[ J R ( X ) ] i , j 3 T ( 6 . 3 . 9 )

3

T h e v e c t o r v a l u e d f u n c t i o n ? ( § ) i n ( 6 . 3 . 8 ) r e p r e s e n t s a s y s t e m

o f 4 N + 1 n o n l i n e a r e q u a t i o n s i n t h e 4 N + 1 u n k n o w n v a r i a b l e s o f 2 . T h e r e

a r e m a n y w a y s o f s o l v i n g s u c h a s y s t e m , b u t t h e m o s t w i d e l y u s e d i s

s t r a i g h t f o r w a r d N e w t o n ' s m e t h o d .

N e w t o n ' s m e t h o d f o r s o l v i n g ( 6 . 3 . 8 ) i s d e v e l o p e d b y e x p a n d i n g

+ + + +
f ( x ) i n a T a y l o r s e r i e s a b o u t a p o i n t x = x O

f ( i ) = f ( i o ) + v ; ? ( § O ) T ( § - § O ) + 3 ( § - § O ) T v § f ( § o ) ( § - § o ) + . . .

( 6 . 3 . 1 0 )

K e e p i n g o n l y t h e f i r s t t w o t e r m s o n t h e r i g h t h a n d s i d e o f ( 6 . 3 . 1 0 )

_ ) .

a n d u s i n g f ( x ) = 0 g i v e s t h e a p p r o x i m a t i o n
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- > + f + - 1 - > - >
x = x 0 - [ V § f ( x o ) ] f ( x ) ( 6 . 3 . 1 1 )

T h i s e q u a t i o n i s t h e n u s e d i n a n i t e r a t i v e s c h e m e t o c o n v e r g e f r o m

s o m e i n i t i a l g u e s s f o r E t o t h e s o l u t i o n o f ( 6 . 3 . 8 ) .

T h e g r a d i e n t o f ? ( § ) i n ( 6 . 3 . 1 1 ) c a n b e e x p a n d e d a s

M

v § ? ( § ) = V % E ( ; ) = v 2 gi - V § R 1 ( x ) R i ( x ) ]
1

= J ( x ) J ( x ) + S ( x ) ( 6 . 3 . 1 2 )

w h e r e § ; ( § ) i s t h e 2 N + 1 b y 2 N + 1 m a t r i x

M
8 + 3 + 2 +
S R ( x ) i § 1 R 1 ( x ) V § R i ( x ) ( 6 . 3 . 1 3 )

a n d

- - > T = ' - + M + + T
J R ( x ) J R ( x ) = i £ 1 v § R i ( x ) v § R i ( x ) ( 6 . 3 . 1 4 )

2 + +

H e r e V § R 1 ( x ) i s s o m e t i m e s c a l l e d t h e " H e s s i a n " o f R i ( x ) , a n d h a s t h e

e n t r i e s

s z ( T ) - 2 ( 6 3 1 5 )2 1 x m , n m e a x ° °

T h u s , e q u a t i o n ( 6 . 3 . 1 1 ) c a n b e w r i t t e n a s
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+ + = + T = = + = + - ] _ = = — > T - > - >
x - x o J R ( x o ) J R ( x O ) + S R ( x o ) J R ( x O ) R ( x o ) ( 6 . 3 . 1 6 )

I t i s o b v i o u s t h a t a g r e a t d e a l o f c a l c u l a t i o n i s n e c e s s a r y t o

c o m p u t e e a c h v a l u e o f ' ; i n ( 6 . 3 . 1 6 ) . I f § ( § ) w a s a m o r e c o m p l i c a t e d

f u n c t i o n t h a n ( 6 . 3 . 3 ) m a n y o f t h e d e r i v a t i v e s i n v o l v e d w o u l d h a v e t o

b e a p p r o x i m a t e d u s i n g f i n i t e d i f f e r e n c e s . S u c h a p p r o x i m a t i o n u s u a l l y

l e a d s t o a r e d u c t i o n i n t h e r e g i o n o f c o n v e r g e n c e o f N e w t o n ' s m e t h o d .

F o r t u n a t e l y , f o r t h i s a p p l i c a t i o n t h e d e r i v a t i v e s c a n b e c a l c u l a t e d

a n a l y t i c a l l y . T h e J a c o b i a n r e q u i r e s t h e f i r s t p a r t i a l s o f R 1 6 2 ) a n d

t h e H e s s i a n t h e s e c o n d p a r t i a l s . F o r t h e s a k e o f c o m p l e t e n e s s , t h e s e

d e r i v a t i v e s a r e g i v e n b e l o w . T h e y a r e w r i t t e n i n t e r m s o f t h e o r i g i n a l

v a r i a b l e s i n ( 6 . 3 . 1 ) w i t h t h e r e q u i r e d s u b s t i t u t i o n g i v e n b y ( 6 . 3 . 2 ) a s

x 4 n - 3 2 A n x 4 n - 1 - n x 4 N + 1 -

( 6 . 3 . 1 2 )

x 4 n - 2 g 0 n x 4 n = w n

U s i n g t h e s e , t h e d e r i v a t i v e s a r e

3 R 1 a j t i c
S E E - t e c o s ( w j t i + w j )

3 R
1 . a j t i A

5 3 _ t i A j e c o s ( w j t i + w j )

3 R 8 - 1 :
~ 1 — - = - t . A , e J 1 s i n ( w , t , + ¢

1 J 1 )



m
i

8
o )

N
l a

0
)
€
-
F

: 3
”

2 5 2

5 . t . -
a _ A e J l s i n ( w . t . + w . )

J J 1 3

a o t i A

— - - — a ' 1 ‘3 A é j k t i e J c o s ( m j t i w j )

_ _ _ . = - 5 . 8 - t A
J 1 ' t + .J k t i e 5 1 n ( w j 1 $ 3 )

8 . 1 ; . . .
— — — = — 6 . e 3 l s i n . t . + .

3 k ( w J 1 $ 3 )

_ , _ . = 5 t ? A , e r t i c o s ( m . t . + ¢ . )
1 J J 1 J3 0 j k

- 2 8 j t i ‘ A t +3 6 é j k t i A j e $ 1 n ( u 1 j i w j )

6 t - .. . . . s - 6 . t . A . e J l s i n . t + .3 k 1 3 ( ” J 1 $ 3 )
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3 3 R 1 6 t_ _ _ . _ _ _ . = _ 2 ' i Aa n 3 & i j t i A j e J c o s ( w j t i + w j )

J

3 3 R 1 6 4 :
— — - — : — = - 6 J i A +a w k 3 w . j k t i A j e C O S < w j t i I l ’ j )

J

. 3 _ _ f i g — = 0

3 K 6 1 .
J

3 R A
3 i o - t - .
— — — - - — — - = - 6 J 1 +a w k 3 W . j k A j e c o s ( w j t i w j )

J

L 3 3 — 1 2 3 0

3 K 3
“ ’ 1

( 6 . 3 . 1 8 )

3 . . 3 ‘ 1 , 0
8 K 8 K

w h e r e

1 j = k

6 8 ( 6 0 3 . 1 9 )

3 1 ‘ 0 j a ‘ k

T h e r e a r e t w o d i f f i c u l t i e s e n c o u n t e r e d w h e n d i r e c t l y a p p l y i n g

N e w t o n ' s m e t h o d v i a ( 6 . 3 . 1 6 ) . F i r s t , N e w t o n ' s m e t h o d i s o n l y l o c a l l y

c o n v e r g e n t . O b t a i n i n g a m e a n i n g f u l s o l u t i o n i s h i g h l y d e p e n d e n t u p o n

t h e i n i t i a l g u e s s f o r § [ 5 2 ] . I n g e n e r a l , i t w i l l b e p o s s i b l e t o

e s t i m a t e t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s b y u s i n g o t h e r t e c h n i q u e s ( s u c h a s t h e

F o u r i e r t r a n s f o r m ) , b u t t h e a m p l i t u d e s a n d p h a s e s o f t h e i n d i v i d u a l
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m o d e s w i l l b e q u i t e d i f f i c u l t t o a p p r o x i m a t e . S e c o n d , n o n l i n e a r l e a s t

s q u a r e s a n a l y s e s a r e u s u a l l y i l l - c o n d i t i o n e d p r o b l e m s . T h i s i s

t r a n s f e r r e d i n t o p o o r c o n d i t i o n i n g o f t h e m a t r i c e s i n ( 6 . 3 . 1 6 ) . T h e

f i r s t o f t h e s e p r o b l e m s , t h e e f f e c t o f p o o r i n i t i a l g u e s s e s , i s

a d d r e s s e d b y t h e m e t h o d o f s e c t i o n 6 . 4 . B o t h p r o b l e m s a r e a t t a c k e d

b y t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d t e c h n i q u e s o f s e c t i o n 6 . 5 .

6 . 4 L i n e a r / N o n l i n e a r I t e r a t i o n

T h e l e a s t s q u a r e s p r o b l e m a s i n t r o d u c e d i n e q u a t i o n ( 6 . 3 . 5 ) i s

a c t u a l l y a c o m b i n e d l i n e a r / n o n l i n e a r p r o b l e m . T h e f i t t i n g f u n c t i o n

( 6 . 3 . 1 ) i s l i n e a r i n a m p l i t u d e a n d p h a s e ( a n d D C l e v e l ) b u t n o n l i n e a r

i n c o m p l e x f r e q u e n c y . I t m i g h t s e e m t h a t t h i s t y p e o f p r o b l e m c o u l d

b e s e p a r a t e d i n t o t w o p r o b l e m s , o n e r e q u i r i n g l i n e a r l e a s t s q u a r e s a n d

t h e o t h e r r e q u i r i n g n o n l i n e a r l e a s t s q u a r e s . T h i s i s i n d e e d t h e c a s e ,

a n d a g e n e r a l t e c h n i q u e f o r s o l v i n g c o m b i n e d l i n e a r / n o n l i n e a r l e a s t

s q u a r e s p r o b l e m s h a s b e e n i n t r o d u c e d b y v a r i o u s a u t h o r s [ 5 3 ] - [ 5 6 ] .

T h e b e n e f i t g a i n e d b y t h i s s e p a r a t i o n a p p r o a c h i s t w o f o l d . F i r s t , i t

e l i m i n a t e s t h e n e e d t o p r o v i d e i n i t i a l g u e s s e s f o r t h e a m p l i t u d e s a n d

p h a s e s w h i c h , i t h a s b e e n p o i n t e d o u t , i s q u i t e d i f f i c u l t . S e c o n d , i t

r e d u c e s t h e s i z e o f t h e n o n l i n e a r p r o b l e m t o b e s o l v e d b y 3 - H o w e v e r ,

t h i s t e c h n i q u e i s c o n s i d e r a b l y m o r e c o m p l i c a t e d t h a n t a k i n g t h e p r o b l e m

a s t o t a l l y n o n l i n e a r a n d u s i n g N e w t o n ' s m e t h o d . T h i s s e c t i o n p r e s e n t s

a n a l t e r n a t i v e t o t h e s e p a r a t i o n o f t h e l i n e a r a n d t h e n o n l i n e a r

p r o b l e m s , k e e p i n g t h e b e n e f i t s o f t h a t a p p r o a c h , b u t e l i m i n a t i n g t h e

c o m p l e x i t y .

T h e a l g o r i t h m t o b e i n t r o d u c e d i s t e r m e d " l i n e a r / n o n l i n e a r
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i t e r a t i o n " ( h e r e a f t e r r e f e r r e d t o a s l / n i t e r a t i o n . ) T h e v e c t o r

d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e f i t t i n g f u n c t i o n a n d t h e m e a s u r e d d a t a c a n b e

w r i t t e n w i t h i t s l i n e a r c o m p o n e n t s e p a r a t e d o u t b y e x p a n d i n g t h e

c o s i n e i n ( 6 . 3 . 1 ) a s

A n c o s ( & n t + y a ) = a n c o s m n t + b n s i n m n t ( 6 . 4 . 1 )

w h e r e

a n 3 A n c o s w n b = - A n s i m p n ( 6 . 4 . 2 )

N o t e t h a t t h e p h a s e - a m p l i t u d e f o r m ( 6 . 3 . 1 ) i s e a s i l y r e g a i n e d t h r o u g h

5 :
A a ( a 2 + b 2 )
n n n

( 6 . 4 . 3 )

N o w , d e f i n e t w o n e w v e c t o r s , o n e c o n t a i n i n g t h e l i n e a r v a r i a b l e s a n d

o n e c o n t a i n i n g t h e n o n l i n e a r v a r i a b l e s , a s

( 8 . 1 , 1 , . o o , a N , N ’ K )

( 6 . 4 . 4 )

+ A A A A T

2 = ( o l , w 1 , . . . , o N , w N )

U s i n g t h e s e a l l o w s t h e v e c t o r d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e f i t t i n g f u n c t i o n

a n d t h e m e a s u r e d d a t a t o b e w r i t t e n a s
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( 6 . 4 . 5 )

w h e r e r i = r ( t i ) a n d Z g i s a n M b y 2 N + 1 m a t r i x w i t h t h e e n t r i e s

 

e a m t k c o s m t
J m

( A l m m a

e o m t k s i n m t
( m

( A J 2 N + 1 , m 1

k

- 1 1k k - 2 , n o d d

k = g - n e v e n

( 6 . 4 . 6 )

I f t h e v e c t o r 3 i n ( 6 . 4 . 5 ) i s t a k e n a s c o n s t a n t , t h e n t h e l e a s t

s q u a r e s p r o b l e m g i v e n b y m i n i m i z i n g ( 6 . 3 . 5 ) b e c o m e s p u r e l y l i n e a r ,

i n v o l v i n g o n l y t h e v e c t o r § . T h e s o l u t i o n t o t h i s p r o b l e m i s w e l l

k n o w n a n d r e q u i r e s n o s e a r c h i n g a l g o r i t h m . T h e v e c t o r § * w h i c h

m i n i m i z e s t h e s q u a r e d d i f f e r e n c e i s t h e s o l u t i o n t o t h e n o r m a l

e q u a t i o n

[ m m - 5 ) ] ; = M T :

w h i c h i s

9 * . . [ : ( : ) T : ( : ) ] - 1 : T ;

W r i t i n g ( 6 . 4 . 7 ) m o r e s i m p l y a s

( 6 . 4 . 7 )

( 6 . 4 . 8 )
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3 ( 2 ) ; = 3 ( 6 . 4 . 9 )

a l l o w s t h e s o l u t i o n t o b e w r i t t e n a s

§ * = fi ( § ) ’ b ( 6 . 4 . 1 0 )

T h e e n t r i e s i n B a n d g a r e e a s i l y c a l c u l a t e d a s

l . n o d d , k = ( n + 1 ) / 2

= t - . . .

( B J n . 2 N + 1 . E l e k 1 C ° k a t 1

2 n e v e n , k = n / 2

= = M a k t . .
( B ) n , 2 N + l — 1 : 1 8 l s i n w k t i

3 . n o d d , k = ( n + 1 ) / 2 ; m o d d , q = ( m + 1 ) / 2

a t ' A 8 t ' A

e k 1 c o s w t , e q l c o s w t ,
k 1 q 1r

—
\

w
“

\_
.J II

II
M
:

1

4 . n o d d , k = ( n + 1 ) / 2 ; m e v e n , q = m / 2

( 3 ' ) 8 t . A 6 t . . A

= 2 e k 1 c o s m t , e q l S i n m t ,
k 1 q 1n m .

’ i = 1
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5 . n e v e n , k = n / 2 ; m o d d , q = ( m + 1 ) / 2

M A A

( B ) = Z e o k t l s i n m k t i e o q t i c o s m q t i
i = 1

6 . n e v e n , k = n / 2 ; m e v e n , q = m / 2

M . A

( B ) = Z e o k t i s i n m t , e o q t l s i n m t ,
n , m i = 1 k 1 q 1

7 m o d d , q = ( m + 1 ) / 2

= M A o

( B ) 2 N + 1 m " X e q 1 c o s w t
’ i = 1

8 . m e v e n , q = m / 2 ( 6 . 4 . 1 1 )

" M 8 t i
( B ) 2 N + 1 , m = E e q S i n w t i

9 .

( B ) 2 N + 1 , 2 N + 1 ’ M

1 0 . n o d d , k = ( n + 1 ) / 2

b 3 Z r e o k t i c o s m k t i
n i = 1 i
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1 1 . n e v e n , k = n / 2

M a k t
= 3 1 "b n 1 § 1 r i e S i n w k t i

1 2 .

2 N + 1 g

I f t h e v e c t o r y i n ( 6 . 4 . 5 ) i s t a k e n a s c o n s t a n t , t h e n t h e l e a s t

s q u a r e s p r o b l e m g i v e n b y m i n i m i z i n g ( 6 . 3 . 5 ) b e c o m e s c o m p l e t e l y n o n -

l i n e a r , i n v o l v i n g o n l y t h e v e c t o r 2 . T h i s p r o b l e m m u s t b e s o l v e d b y

s o m e s e a r c h i n g a l g o r i t h m , s u c h a s t h e N e w t o n ' s m e t h o d o f s e c t i o n 6 . 3 ,

a n d r e q u i r e s i n i t i a l g u e s s e s f o r t h e c o m p o n e n t s o f 2 . H o w e v e r , t h e

n u m b e r o f v a r i a b l e s i n v o l v e d i n t h e m i n i m i z a t i o n i s r e d u c e d b y 5 o v e r

t h e o r i g i n a l c o m b i n e d l i n e a r / n o n l i n e a r p r o b l e m .

T h e l / n i t e r a t i o n a l g o r i t h m a l t e r n a t e s b e t w e e n t h e s o l u t i o n s t o

t h e l i n e a r a n d n o n l i n e a r p r o b l e m s o u t l i n e d a b o v e . A s i m p l i f i e d

f l o w c h a r t f o r t h e a l g o r i t h m i s s h o w n i n F i g u r e 6 . 4 . 1 . A t t h e o u t s e t

a n i n i t i a l g u e s s i s m a d e f o r t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s i n t h e m e a s u r e d

r e s p o n s e a n d t h e l i n e a r p r o b l e m i s s o l v e d w i t h t h e v e c t o r 2 a s s u m e d

c o n s t a n t a s t h e i n i t i a l g u e s s e s . T h e n , w i t h t h e v e c t o r § a s s u m e d

c o n s t a n t a s t h e s o l u t i o n ; * t o t h e l i n e a r p r o b l e m , t h e n o n l i n e a r

p r o b l e m i s s o l v e d f o r a n u p d a t e d v e c t o r 2 u s i n g N e w t o n ' s m e t h o d ( 6 . 3 . 1 6 )

t o a s p e c i f i e d a c c u r a c y . W i t h 2 h e l d c o n s t a n t , a n e w v e c t o r y * i s

c a l c u l a t e d a n d t h e p r o c e s s i s r e p e a t e d , i t e r a t i n g b e t w e e n t h e l i n e a r

+ +
a n d n o n l i n e a r p r o b l e m s , u n t i l s u f f i c i e n t a c c u r a c y i n b o t h y a n d z a r e
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m a k e g u e s s e s

f o r 6 , A
n n   
  

c a l c u l a t e a n ,

F — H b n ’ K b y l i n e a r 8 n , 1 : ) “ a s s u m e d c o n s t a n t

l e a s t s q u a r e s

‘ A
c a l c u l a t e o n , w

 

 

[ 1

b y n o n l i n e a r a n , b n ’ K a s s u m e d c o n s t a n t

l e a s t s q u a r e s   
       

 

 
 

s u f f i c i e n t Y E S E N D |

a c c u r a c y ‘   
?

F i g u r e 6 . 4 . 1 . S i m p l i f i e d f l o w c h a r t f o r l i n e a r / n o n l i n e a r i t e r a t i o n .
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o b t a i n e d .

T h e s u c c e s s o f t h e l / n i t e r a t i o n s c h e m e i s c o n t i n g e n t u p o n t h e

s o l u t i o n s t o t h e l i n e a r a n d t h e n o n l i n e a r p r o b l e m s b e i n g d i f f e r e n t .

T h a t t h i s i s s o i s n o t o b v i o u s . F u r t h e r m o r e , t h e a u t h o r k n o w s o f n o

p r e v i o u s a l g o r i t h m o f t h i s t y p e , a n d t h u s k n o w s o f n o a n a l y s i s o f i t s

c o n v e r g e n c e p r o p e r t i e s ( a n d n o n e w i l l b e a t t e m p t e d . ) A l t h o u g h t h e r e

i s n o g u a r a n t e e t h a t t h i s m e t h o d w i l l c o n v e r g e a t a l l , n u m e r i c a l

e x p e r i m e n t a t i o n s h o w s t h a t u n d e r m a n y c i r c u m s t a n c e s i t d o e s , a n d t h a t

i t s r e g i o n o f c o n v e r g e n c e i s s u r p r i s i n g l y l a r g e .

A s a s i m p l e e x a m p l e , c o n s i d e r a t h e o r e t i c a l r e s p o n s e c o n s i s t i n g

o f o n e m o d e , c o n s t r u c t e d a s

r ( t ) a 0 . 1 + 1 e ' 0 ' 2 t c o s ( 2 c + 1 ) ( 6 . 4 . 1 2 )

N o w , a s a m e a s u r e m e n t s i m u l a t i o n , t h i s r e s p o n s e i s s a m p l e d a t 1 0 0

p o i n t s b e t w e e n t = 0 a n d t = 1 0 , w i t h a c o n s t a n t s a m p l i n g i n t e r v a l o f

i t = 0 . 1 . A n a t t e m p t i s t h e n m a d e t o r e c o v e r o = - O . 2 a n d w = 2 . 0 b y

m e a n s o f t h e l / n i t e r a t i o n a l g o r i t h m . A n i n i t i a l g u e s s o f 3 = 0

a n d w - 1 . 6 i s a s s u m e d , a n d F i g u r e 6 . 4 . 2 s h o w s t h e r e s u l t s . E a c h o f

t h e c o m p o n e n t s o f § a n d ; ( n o r m a l i z e d t o t h e a c t u a l v a l u e s i n t h e

c o n s t r u c t e d r e s p o n s e ) h a v e b e e n p l o t t e d v e r s u s t h e i t e r a t i o n n u m b e r .

I t e r a t i o n 0 r e p r e s e n t s t h e i n i t i a l g u e s s e s f o r 3 a n d Q a n d t h e i n i t i a l

l i n e a r s o l u t i o n f o r A , w , a n d K . E a c h a d d i t i o n a l i t e r a t i o n r e p r e s e n t s

o n e s o l u t i o n t o b o t h t h e l i n e a r a n d n o n l i n e a r p r o b l e m s . I t c a n b e

s e e n t h a t t h e d i f f e r e n t v a r i a b l e s c o n v e r g e a t q u i t e d i f f e r e n t r a t e s .

W h i l e 8 h a s c o n v e r g e d t o w i t h i n a p e r c e n t o f i t s a c t u a l v a l u e b y t h e
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s i x t h i t e r a t i o n , i t t a k e s n e a r l y e l e v e n i t e r a t i o n s b e f o r e K h a s

c o n v e r g e d t o w i t h i n t h e s a m e a c c u r a c y , e v e n t h o u g h t h e " i n i t i a l g u e s s "

g u e s s f o r K ( f r o m t h e f i r s t s o l u t i o n t o t h e l i n e a r p r o b l e m - - i t e r a t i o n

0 ) i s m u c h c l o s e r t o t h e a c t u a l v a l u e .

6 . 5 T h e C o n t i n u a t i o n M e t h o d

T h e l / n i t e r a t i o n m e t h o d o f s e c t i o n 6 . 4 a t t e m p t e d t o a l l e v i a t e

t h e p r o b l e m o f n e e d i n g g o o d i n i t i a l g u e s s e s f o r t h e i m p l e m e n t a t i o n o f

N e w t o n ' s m e t h o d t o s o l v e ( 6 . 3 . 8 ) , b u t i t d i d n o t a d d r e s s t h e f a c t [ S fl

t h a t t h e n o n l i n e a r l e a s t s q u a r e s p r o b l e m i s i l l - c o n d i t i o n e d . W h e n a

p r o b l e m i s i l l - c o n d i t i o n e d n o a l g o r i t h m c a n b e d e p e n d e d u p o n t o

p r o d u c e t r u l y a c c u r a t e r e s u l t s u n d e r m o s t c i r c u m s t a n c e s .

" R e g u l a r i z a t i o n " i s a t e c h n i q u e f o r s o l v i n g s u c h a p r o b l e m b y

t r a n s f o r m i n g i t i n t o a r e l a t e d w e l l - c o n d i t i o n e d p r o b l e m w i t h a

s o l u t i o n t h a t i s a g o o d a p p r o x i m a t i o n t o t h e e l u s i v e s o l u t i o n o f t h e

o r i g i n a l p r o b l e m [ 5 8 ] , [ 5 9 ] . A n e a s i l y a p p l i c a b l e c h o i c e f o r a

r e g u l a r i z a t i o n s c h e m e f o r t h e n o n l i n e a r l e a s t s q u a r e s p r o b l e m i s t h e

w e l l - k n o w n " c o n t i n u a t i o n m e t h o d " [ 6 0 ] , [ 6 g . T h i s t e c h n i q u e i s

d i s c u s s e d i n g e n e r a l t e r m s i n A l l g o w e r a n d G e o r g [ 6 2 ] .

I n s t e a d o f m i n i m i z i n g t h e n o r m o f t h e v e c t o r d i s t a n c e b e t w e e n

t h e f i t t i n g f u n c t i o n a n d t h e m e a s u r e d d a t a a s i n ( 6 . 3 . 5 ) c o n s i d e r t h e

m i n i m i z a t i o n o f t h e q u a n t i t y

0 1 6 ? ) - M i d i ” : + ( 1 - r ) | ‘ 1 3 ( 3 2 ) | § ( 6 . 5 . 1 )

w h e r e E ( § ) i s g i v e n i n ( 6 . 3 . 3 ) , t h e s u b s c r i p t 2 o n t h e a b s o l u t e v a l u e
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s i g n d e s i g n a t e s L n o r m , a n d t h e i ' t h c o m p o n e n t o f t h e v e c t o r 0 ( 2 )
2

i s g i v e n b y

X .

w . ( § ) - — l — - - 1 ( 6 . 5 . 2 )
1 x .

o 1

w h e r e 2 0 c o n t a i n s a s e t o f i n i t i a l g u e s s e s f o r t h e c o m p o n e n t s o f E .

fi ( § ) i s s o m e t i m e s r e f e r r e d t o a s a " p e n a l t y t e r m " a n d i s d e s i g n e d t o

k e e p i f r o m w a n d e r i n g t o o f a r f r o m t h e i n i t i a l g u e s s e s , a s w e l l a s

i m p r o v i n g t h e c o n d i t i o n i n g o f t h e p r o b l e m .

M i n i m i z a t i o n o f c T ( § ) w i t h r e s p e c t t o t h e p a r a m e t e r s i n 1

r e q u i r e s

fi ( § , r ) = V E G T ( ; ) = 1 3 g ( § ) T E ( § ) + ( 1 - 1 ) ? L ( § ) T § ( § ) = 0 ( 6 . 5 . 3 )

a n a l o g o u s t o ( 6 . 3 . 8 ) . T h e s e c o n d t e r m i n H ( ; , T ) i s q u i t e s i m p l e .

U s i n g

a w ( i )

( 3 1 4 6 : ) 1 1 = a : = x 1 5 1 ' “ ' 5 ' “. j o i J

g i v e s

( T ( 5 % " ) ) - w i ( 6 s 5 )W X X i - X o i . .

I t i s s e e n t h a t w i t h T = 1 ( 6 . 5 . 3 ) r e p r e s e n t s t h e o r i g i n a l i l l -

c o n d i t i o n e d n o n l i n e a r l e a s t s q u a r e s p r o b l e m ( 6 . 3 . 8 ) . H o w e v e r , w i t h

r = 0 e q u a t i o n ( 6 . 5 . 3 ) r e d u c e s t o t h e w e l l - c o n d i t i o n e d p r o b l e m
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+ T + +
3 % ( x ) W ( x ) = 0 ( 6 . 5 . 6 )

w h i c h h a s t h e o b v i o u s s o l u t i o n

x
i fl 5 4
+

( 6 . 5 . 7 )

T h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d i s a n i t e r a t i v e p r o c e d u r e , b e g i n n i n g w i t h T o = 0

a n d w i t h : 0 a s a s e t o f i n i t i a l g u e s s e s . A t e a c h s u c c e s s i v e i t e r a t i o n

T 1 i s r e p l a c e d b y T i + 1 = T i + A r a n d t h e p r o b l e m ( 6 . 5 . 3 ) i s s o l v e d

u s i n g t h e N e w t o n ' s m e t h o d a n a l y s i s o f s e c t i o n 6 . 3 . A s 1 i n c r e a s e s a t

e a c h s t e p , m o r e o f t h e o r i g i n a l i l l - c o n d i t i o n e d p r o b l e m i s a d d e d o n t o

t h e w e l l - c o n d i t i o n e d p r o b l e m ( 6 . 5 . 6 ) . A s s u m i n g t h a t A t i s s m a l l e n o u g h

t o i n s u r e c o n v e r g e n c e , t h e p r o c e d u r e c o n t i n u e s u n t i l T = I f . I f r f = 1

t h e n t h e o r i g i n a l p r o b l e m i s s o l v e d . H o w e v e r , i t m i g h t b e n e c e s s a r y

t o s t o p a t T < 1 i f t h e p r o b l e m ( 6 . 5 . 3 ) b e c o m e s t o o i l l - c o n d i t i o n e d .
f

I t i s h o p e d t h a t a t t h i s v a l u e o f r t h e s o l u t i o n t o ( 6 . 5 . 3 ) i s a g o o d

a p p r o x i m a t i o n t o t h e s o l u t i o n t o ( 6 . 3 . 8 ) .

T h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d a s o u t l i n e d a b o v e h a s b e e n i m p l e m e n t e d

u s i n g t h e s t a n d a r d I M S L r o u t i n e " Z S C N T " [ 6 3 ] t o s o l v e ( 6 . 5 . 3 ) w i t h

v e r y p r o m i s i n g r e s u l t s . H o w e v e r , t h i s p a r t i c u l a r v e r s i o n w i l l n o t

c o n v e r g e u n d e r m a n y c i r c u m s t a n c e s . F i x i n g t h e s t e p s i z e A T a n d a l w a y s

r e q u i r i n g T t o i n c r e a s e i s o v e r l y r e s t r i c t i v e , a s i t m a y a c t u a l l y

b e c o m e n e c e s s a r y t o r e d u c e T a t c e r t a i n p o i n t s t o i n s u r e c o n v e r g e n c e .

I t i s p o s s i b l e t o d e v e l o p a n a l t e r n a t i v e s c h e m e w h i c h w o r k s w e l l

i n p r a c t i c e a n d s e e m s t o b e l e s s s e n s i t i v e t o t h e i n i t i a l g u e s s e s b y
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a s s u m i n g t h a t ( 6 . 5 . 3 ) d e t e r m i n e s a s i m p l e p a t h i n ( 2 , 1 ) s p a c e l e a d i n g

f r o m ( E o , 0 ) t o ( x f , 1 f ) a s s h o w n i n F i g u r e 6 . 5 . 1 . T h e p a t h l e a d s f r o m

a s e t o f i n i t i a l g u e s s e s t o t h e b e s t a p p r o x i m a t i o n f o r t h e d e s i r e d

s o l u t i o n t o ( 6 . 3 . 8 ) . L o c a t i n g t h e s o l u t i o n t h u s r e d u c e s t o m e r e l y

f o l l o w i n g t h i s p a t h u n t i l T = 1 o r t h e p r o b l e m b e c o m e s t o o i l l -

c o n d i t i o n e d .

I t i s c o n v e n i e n t t o p a r a m e t e r i z e t h e p a t h b y a r c l e n g t h 3 .

T h e n , i f t h e c h a i n r u l e i s a p p l i e d , t h e d e r i v a t i v e o f e q u a t i o n ( 6 . 5 . 3 )

c a n b e w r i t t e n a s

  

- + - >
d + + d x d H d r _
d s H ( x ( s ) , r ( s ) ) ( V i fl . d s + d T d s - ( 6 ' 5 ' 8 )

T h i s c a n b e v i e w e d a s a d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n

1

i s :
d s

= 3 ( 6 . 5 . 9 )

S I .
d s

1 1

w h e r e 3 i s t h e n o r m a l i z e d s o l u t i o n t o t h e h o m o g e n e o u s e q u a t i o n

+ d fi( v i a , — ) § F = 0 ( 6 . 5 . 1 0 )

H e r e " n o r m a l i z e d " i n d i c a t e s t h a t t h e s o l u t i o n t o ( 6 . 5 . 1 0 ) s h o u l d b e

r e p l a c e d b y t h e u n i t v e c t o r $ / | $ | b e f o r e b e i n g u s e d i n ( 6 . 5 . 9 ) .
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x
+   

i n i t i a l g u e s s

~ ~

 

q
.
-
—
-
-

"
h

F i g u r e 6 . 5 . 1 . T y p i c a l p a t h f o r c o n t i n u a t i o n m e t h o d i n ( ; , T ) s p a c e .

+

x p r o j e c t

t a n g e n t c o r r e c t b a c k t o c u r v e

* t o c u r v e \ \ u s i n g N e w t o n ' s m e t h o d    

 

+

" " ( x i + 1 ’ T i + 1 )

  
F i g u r e 6 . 5 . 2 . T y p i c a l s u c c e s s i o n o f p r e d i c t i o n s a n d c o r r e c t i o n s

i n c o n t i n u a t i o n m e t h o d .
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I f i t i s a s s u m e d t h a t a t e a c h p o i n t o n t h e c u r v e

+

d
a ) ( V g H , E E J h a s f u l l r a n k

+ ‘ ( 6 . 5 . 1 1 )

M W 9 1: 3 d r ’ d s
b ) A ( s ) = + i s n o n s i n g u l a r

+ d H

V 2 “ ’ 3 ‘ ?
L J   

t h e n e q u a t i o n ( 6 . 5 . 9 ) c a n b e s o l v e d u s i n g a s t a n d a r d o r d i n a r y

d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n f o l l o w e r , l e a d i n g t o t h e d e s i r e d s o l u t i o n a t

T = T f .

I t i s a l s o p o s s i b l e t o c o n s t r u c t a " p r e d i c t o r - c o r r e c t o r "

f o l l o w e r t o s t e p a l o n g t h e p a t h u n t i l t h e f i n a l p o i n t ( x f , r f ) i s

r e a c h e d , e i t h e r a t T = 1 o r w h e n t h e p r o b l e m b e c o m e s t o o i l l -
f

c o n d i t i o n e d . T h e p r e d i c t o r s t e p ( E u l e r ) i s t o s o l v e ( 6 . 5 . 1 0 ) f o r

( A X , A T ) u s i n g a p r e s e l e c t e d v a l u e o f a r c l e n g t h A s . T h e s i g n o f

d e t ( X ( s ) ) i s u s e d t o c h o o s e t h e c o r r e c t s i g n o f 3 , t o c o n t i n u e m o v i n g

i n t h e s a m e d i r e c t i o n a l o n g t h e c u r v e . P r o b l e m s c a n o c c u r i f

d e t ( X ( s ) ) = 0 , w h i c h i n d i c a t e s t h a t t h e p a t h c r o s s e s i t s e l f a t t h a t p o i n t

o r t h a t t h e p a t h b i f u r c a t e s . T h e s e p r o b l e m s c a n b e o v e r c o m e , a n d a r e

a d d r e s s e d i n [ 6 Q ] . I t i s a l s o p o s s i b l e t o i n c o r p o r a t e a v a r i a b l e s t e p

s i z e A s w h i c h i n c r e a s e s a t p o i n t s o f s m a l l c u r v a t u r e a n d d e c r e a s e s

w h e n t h e p a t h m a k e s s h a r p t u r n s . T h i s i s d i s c u s s e d i n [ 6 2 ] .

C o r r e c t i o n b a c k t o t h e c u r v e u s e s N e w t o n ' s m e t h o d a s d e s c r i b e d

i n s e c t i o n 6 . 3 , w i t h T h e l d c o n s t a n t
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> 4
1 1 - > - + + — ] _ + 4 -

1 + 1 - X i - ( V ; H ( x i , ' r p ) ) H < X i ’ T p ) ( 6 . 5 . 1 2 )

w h e r e T p i s t h e p r e d i c t e d v a l u e o f T . A t e a c h i t e r a t i o n i n N e w t o n ' s

m e t h o d t h e c o n d i t i o n n u m b e r o f t h e m a t r i x

1 7 * " ) 6 5 1 31 { fi x i n p ( - - )

i s c h e c k e d t o d e t e r m i n e i f t h e p r o b l e m i s b e c o m i n g t o o i l l - c o n d i t i o n e d

a n d w h e t h e r t h e a l g o r i t h m s h o u l d b e t e r m i n a t e d . T h e c o n d i t i o n n u m b e r

i s c a l c u l a t e d u s i n g s i n g u l a r v a l u e d e c o m p o s i t i o n o r e s t i m a t e d u s i n g

L i n p a c k r o u t i n e " S G E C O " [ 6 5 ] . T e r m i n a t i o n i s d e m a n d e d w h e n t h e l o g

( b a s e t e n ) o f t h e c o n d i t i o n n u m b e r b e c o m e s l a r g e r t h a n t h e d i f f e r e n c e

b e t w e e n t h e n u m b e r o f d i g i t s c a r r i e d b y t h e c o m p u t e r a n d t h e n u m b e r o f

d i g i t s o f a c c u r a c y e s t i m a t e d t o b e p r e s e n t i n t h e m e a s u r e d d a t a . I f

t e r m i n a t i o n i s n o t r e q u i r e d t h e a l g o r i t h m c o n t i n u e s t o f o l l o w t h e

c u r v e . F i g u r e 6 . 5 . 2 s h o w s a t y p i c a l s u c c e s s i o n o f p r e d i c t i o n s a n d

c o r r e c t i o n s , a n d F i g u r e 6 . 5 . 3 p r e s e n t s a s t r u c t u r e d f l o w c h a r t f o r t h e

i m p l e m e n t a t i o n o f t h e p r e d i c t o r - c o r r e c t o r a l g o r i t h m . T h e o r e m s

c o n c e r n i n g s u f f i c i e n t c o n d i t i o n s f o r t h e c o n v e r g e n c e o f t h i s f o r m o f

t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d a r e d i s c u s s e d i n [ 6 4 ] a n d [ 6 6 ] .

I t w o u l d s e e m t h a t i n i t i a l g u e s s e s m u s t s t i l l b e m a d e f o r t h e

a m p l i t u d e s a n d p h a s e s o f t h e m o d e s a t t h e b e g i n n i n g o f t h e a l g o r i t h m .

A l t h o u g h t h i s r e q u i r e m e n t i s t r u e , i t c a n b e s i d e - s t e p p e d s o m e w h a t b y

m a k i n g g u e s s e s o n l y f o r t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s a n d t h e n c a l c u l a t i n g

t h e a m p l i t u d e s , p h a s e s , a n d D C l e v e l b y u s i n g t h e l i n e a r l e a s t s q u a r e s
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e s t i m a t e { O ? , u ; } f r o m F F ]
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a n a l y s i s o f e q u a t i o n ( 6 . 4 . 8 ) .

A n i m p r o v e m e n t u p o n t h e c o r r e c t i o n s t e p c a n b e m a d e b y i n c l u d i n g

I a s a f r e e v a r i a b l e i n N e w t o n ' s m e t h o d , a n d d e m a n d i n g t h a t c o r r e c t i o n

b e m a d e n o r m a l t o t h e p r e d i c t i o n v e c t o r . T h i s r e q u i r e m e n t d e m a n d s

. T +
u ( x i , I i ) 0 ( 6 . 5 . 1 4 )

w h e r e u i s a u n i t t a n g e n t v e c t o r t o t h e c u r v e a t t h e p o i n t o f

p r e d i c t i o n , a n d t h e m u l t i p l i c a t i o n i s t h e v e c t o r d o t p r o d u c t . S u c h a

c h a n g e w o u l d a l l o w t h e p r e d i c t o r - c o r r e c t o r f o l l o w e r t o " t u r n t h e

c o r n e r " b e t t e r i f t h e p a t h w a s t o f o l d b a c k a l o n g I . H o w e v e r , t h i s

c h a n g e h a s n o t b e e n i m p l e m e n t e d . A f u r t h e r i m p r o v e m e n t , w h i c h h a s

b e e n t r i e d , i s t o u s e l i n e a r l e a s t s q u a r e s a t t h e e n d o f e a c h

p r e d i c t i o n s t e p , t o g i v e t h e N e w t o n ' s m e t h o d c o r r e c t i o n s t e p a b e t t e r

s t a r t i n g p o i n t . R e s u l t s h a v e b e e n f a v o r a b l e , b u t p e r h a p s n o t q u i t e

w o r t h t h e a d d i t i o n a l c o m p u t a t i o n a l e x p e n s e .

A s a s i m p l e e x a m p l e , c o n s i d e r t h e c o n s t r u c t e d r e s p o n s e g i v e n

b y ( 6 . 4 . 1 2 ) a n d s a m p l e d a s d i s c u s s e d i n s e c t i o n 6 . 4 . A s t e p s i z e o f

A s = 0 . 0 S i s c h o s e n a n d a n a t t e m p t i s m a d e t o r e c o v e r t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s v i a i n i t i a l g u e s s e s o f K = 0 . 1 7 , A = 1 . 5 , 8 = 0 , m = 1 . 6 , a n d

w = 2 . 0 . T h e r e s u l t s a r e s h o w n i n F i g u r e 6 . 5 . 4 . T h e p a r a m e t e r s a r e

p l o t t e d ( n o r m a l i z e d t o t h e a c t u a l v a l u e s i n t h e c o n s t r u c t e d r e s p o n s e )

a g a i n s t I o n a l o g a r i t h m i c s c a l e . E a c h o f t h e p a r a m e t e r s i s s e e n t o

c o n v e r g e a t a d i f f e r e n t r a t e : w c o n v e r g e s q u i t e r a p i d l y w h i l e 0 d o e s

n o t e v e n b e g i n t o c o n v e r g e u n t i l I i s q u i t e c l o s e t o 1 . T h e l o g a r i t h -

m i c s c a l e c l o a k s s o m e w h a t t h e l a r g e a m o u n t o f c h a n g e o c c u r r i n g i n m a n y
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p a r a m e t e r v a l u e
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o f t h e p a r a m e t e r s f o r s m a l l v a l u e s o f I . N o t e a l s o t h a t t h e r e i s n o

" f o l d i n g b a c k " o f t h e p a t h - - t h e c u r v e i s s i n g l e v a l u e d i n I f o r t h i s

c a s e .

I t i s s o m e w h a t d i s c o n c e r t i n g t o s e e t h e a m o u n t o f c o r r e c t i o n

o c c u r r i n g n e a r T 3 0 a n d n e a r I = 1 . T h i s i s d u e i n g r e a t p a r t t o t h e

+ + O O 0

f o r m o f t h e p e n a l t y t e r m W ( x ) i n e q u a t i o n ( 6 . 5 . 1 ) . A s I v a r 1 e s f r o m

0 t o 1 , t h e t r a n s i t i o n b e t w e e n t h e s o l u t i o n t o

+ T + +
T i l - W ( x ) W ( x ) - - 0 ( 6 . 5 . 1 5 )

a n d t h e s o l u t i o n t o

? R ( § ) T § ( § E ) - 0 ( 6 . 5 . 1 6 )

i s n o t v e r y s m o o t h , b e c a u s e o f t h e d i s s i m i l a r n a t u r e s o f § ( § ) a n d

f ( i ) . T h u s , a m u c h s m a l l e r s t e p s i z e A s i s r e q u i r e d t h a n w o u l d b e

n e c e s s a r y i f t h e t r a n s i t i o n w e r e m o r e d i r e c t , i n o r d e r t o a l l o w t h e

s h a r p c o r n e r s t o b e n e g o t i a t e d . I t i s v e r y i m p o r t a n t t o n o t e t h a t a

r a p i d c o n v e r g e n c e i s n o t d e s i r e d w i t h t h i s m e t h o d . R a t h e r , t h e i d e a l

r e l a t i o n s h i p w o u l d b e t o h a v e a l i n e a r t r a n s i t i o n b e t w e e n I = 0 a n d

I = 1 , r e q u i r i n g t h e l e a s t a m o u n t o f c o r r e c t i o n a f t e r e a c h p r e d i c t i o n

s t e p . I f fi ( § ) w e r e a f u n c t i o n m o r e s i m i l a r t o f ( i ) t h i s t r a n s i t i o n

m i g h t b e m a d e m u c h s m o o t h e r .

I n s t e a d o f m i n i m i z i n g G T ( ; ) a s g i v e n i n ( 6 . 5 . 1 ) c o n s i d e r t h e

m i n i m i z a t i o n o f t h e q u a n t i t y
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6 T ( § ) = 1 | E ( § ) | § + A ( 1 - r ) | E ° ( § ) | § + 3 ( 1 - r ) | § ( § ) | § ( 6 . 5 . 1 7 )

w h e r e

0 ‘ + ‘ * O
R 1 ( X ) = F i ( x ) - r i ( 6 . 5 . 1 8 )

0 . . .
H e r e { t i } r e p r e s e n t s t h e c u r v e g e n e r a t e d b y t h e 1 n 1 t i a l g u e s s e s a n d i s

g i v e n b y

r : = F i ( § o ) ( 6 . 5 . 1 9 )

T h e c o n s t a n t s A a n d B a r e c h o s e n t o m a k e t h e t r a n s i t i o n b e t w e e n t h e

s o l u t i o n s a t I = 0 a n d I = 1 a s s m o o t h a s p o s s i b l e . S i n c e R O ( ; ) a n d E ( § )

a r e n e a r l y i d e n t i c a l i n n a t u r e , t h e t r a n s i t i o n w h e n A i s r e l a t i v e l y

l a r g e a n d B r e l a t i v e l y s m a l l s h o u l d b e m o r e d i r e c t . N o t e t h a t t h e

o r i g i n a l p r o b l e m i s e a s i l y r e g a i n e d b y l e t t i n g A = 0 a n d B = 1 i n

( 6 . 5 . 1 7 ) .

A s a n e x a m p l e o f t h e i m p r o v e m e n t a l l o w e d b y t h i s m o d i f i c a t i o n ,

c o n s i d e r t h e s i m p l e o n e m o d e e x a m p l e s o l v e d e a r l i e r u s i n g ( 6 . 5 . 1 ) , a s

s h o w n i n F i g u r e 6 . 5 . 4 . U s i n g A = 1 , B = 0 , a n d t h e s a m e s e t o f i n i t i a l

g u e s s e s f o r 5 a n d A ( a n d l i n e a r l e a s t s q u a r e s f o r t h e a m p l i t u d e a n d

p h a s e ) , t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s a r e e x t r a c t e d v i a ( 6 . 5 . 1 7 ) . T h e

r e s u l t s a r e p l o t t e d i n F i g u r e 6 . 5 . 5 o n a l i n e a r s c a l e , a n d t h e

t r a n s i t i o n i s s e e n t o b e s u b s t a n t i a l l y s m o o t h e r . T h e r e i s n o l o n g e r

t h e b e h a v i o r o f r a p i d c o r r e c t i o n n e a r I = 0 a n d I = 1 , a n d s o a m u c h
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p a r a m e t e r v a l u e
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l a r g e r s t e p s i z e i s a l l o w e d . A l t h o u g h t h i s s o l u t i o n r e p r e s e n t s t h e

c a s e o f n o p e n a l t y t e r m W ( x ) , m o r e c o m p l e x p r o b l e m s s h o u l d i n c l u d e a

n o n z e r o v a l u e f o r B t o i n s u r e p r o p e r c o n d i t i o n i n g a n d t o k e e p I f r o m

w a n d e r i n g t o o f a r f r o m t h e i n i t i a l g u e s s e s .

T h e m o d i f i c a t i o n o f e q u a t i o n ( 6 . 5 . 1 ) g i v e n b y ( 6 . 5 . 1 7 ) i s q u i t e

e a s y t o i m p l e m e n t , a n d b e c a u s e o f t h e s i z a b l e i m p r o v e m e n t i n t h e

s m o o t h n e s s o f t h e p a t h i t s u s e i s h i g h l y r e c o m m e n d e d .

6 . 6 E - p u l s e M e t h o d

A v e r y i n t e r e s t i n g m e t h o d f o r n a t u r a l f r e q u e n c y e x t r a c t i o n c a n

b e c o n s t r u c t e d u s i n g t h e E - p u l s e c o n c e p t i n t r o d u c e d i n c h a p t e r 4 . I f

t h e m e a s u r e d r e s p o n s e i s i n d e e d a p u r e s u m o f n a t u r a l m o d e s ( p l u s ,

p e r h a p s , a c o n s t a n t D C l e v e l ) t h e n t h e r e s h o u l d e x i s t a w h o l e s p e c t r u m

o f E - p u l s e s w h i c h w h e n c o n v o l v e d w i t h t h i s r e s p o n s e r e s u l t i n a z e r o

l a t e - t i m e p e r i o d . A s t h e r e s p o n s e w i l l a c t u a l l y b e c o n t a m i n a t e d b y

v a r i o u s t y p e s o f n o i s e , a p p l i c a t i o n o f a n E - p u l s e w o u l d y i e l d a s m a l l ,

b u t n o n z e r o r e s p o n s e . T h e E - p u l s e m e t h o d i s a n i t e r a t i v e p r o c e d u r e

w h i c h s e a r c h e s f o r t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s w h i c h m a y b e u s e d t o

c o n s t r u c t a n E - p u l s e w h i c h r e s u l t s i n a m i n i m u m l a t e - t i m e c o n v o l v e d

r e s p o n s e .

L e t r ( t ) r e p r e s e n t t h e m e a s u r e d r e s p o n s e o f a p a r t i c u l a r

t a r g e t . ( A c t u a l l y , t h i s w i l l b e a s e t o f d i s c r e t e s a m p l e d d a t a

p o i n t s . ) T h e n , t h e c o n v o l u t i o n o f a n e x c i t a t i o n s i g n a l e ( t ) a n d t h i s

r e s p o n s e c a n b e w r i t t e n a s

T
q ( t ) = e ( t ) * r ( t ) = f e e ( t ' ) r ( t - t ' ) d t ' t > T ( 6 . 6 . 1 )

0
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T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s e m b e d d e d i n r ( t ) c a n b e e x t r a c t e d b y

c o n s t r u c t i n g e ( t ) a s a n E - p u l s e ( v i a ( 4 . 4 . 3 . 4 ) ) a n d m i n i m i z i n g t h e

n o r m o f t h e l a t e - t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e

M

| q ( t ) | : = X ( 9 ( c i ) ) 2 ( 6 . 6 . 2 )
i = 1

w i t h r e s p e c t t o t h e p a r a m e t e r s 0 1 , . . . , w N , w h e r e M d i s c r e t e p o i n t s a r e

c h o s e n a t w h i c h t o e v a l u a t e t h e n o r m . A s m e n t i o n e d a b o v e , i f r ( t ) i s

a p u r e s u m o f n a t u r a l m o d e s , a n d i f a s u f f i c i e n t n u m b e r o f n a t u r a l

f r e q u e n c i e s a r e u s e d t o c o n s t r u c t e ( t ) , t h e n t h e m i n i m u m o f ( 6 . 6 . 2 )

w o u l d b e z e r o , a n d t h e r o u t i n e w o u l d w o r k p e r f e c t l y . S i n c e t h e

r e s p o n s e w i l l a c t u a l l y b e c o n t a m i n a t e d b y n o i s e , t h e n a t u r a l f r e q u e n -

c i e s u s e d t o c o n s t r u c t t h e E - p u l s e w i l l o n l y b e a n e s t i m a t e o f t h e

f r e q u e n c i e s i n t h e r e s p o n s e .

I t i s n o t w o r t h w h i l e t o a t t e m p t t o c o n s t r u c t a N e w t o n ' s m e t h o d

m i n i m i z a t i o n s c h e m e a s w a s d o n e i n s e c t i o n 6 . 5 , s i n c e i t i s i m p o s s i b l e

t o c a l c u l a t e a n a l y t i c a l l y t h e d e r i v a t i v e s o f t h e n o r m o f t h e l a t e - t i m e

c o n v o l v e d r e s p o n s e w i t h r e s p e c t t o t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s . R a t h e r ,

i t i s n e c e s s a r y t o c a l c u l a t e t h e s e u s i n g f i n i t e d i f f e r e n c e s . T h e r e i s

a w e a l t h o f p r e p a c k a g e d c o m p u t e r r o u t i n e s t o p e r f o r m a m i n i m i z a t i o n

w h e n t h e d e r i v a t i v e s a r e n o t s u p p l i e d , a n d t h e I M S L r o u t i n e " Z X M I N "

w a s c h o s e n [ 6 3 ] .

A s w i t h t h e m i n i m i z a t i o n e m p l o y e d i n s e c t i o n 6 . 5 , Z X M I N

r e q u i r e s i n i t i a l g u e s s e s a s a s t a r t i n g p o i n t f o r i t e r a t i o n . T h e m a i n

b e n e f i t o f t h e E - p u l s e m e t h o d o v e r t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d i s t h a t n o

g u e s s e s f o r t h e p h a s e s a n d a m p l i t u d e s o f t h e m o d e s a r e r e q u i r e d , s i n c e
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t h e y a r e n o t u s e d i n t h e c o n s t r u c t i o n o f t h e E - p u l s e . T h i s a l s o m e a n s

t h a t t h e n u m b e r o f v a r i a b l e s i n t h e m i n i m i z a t i o n w i l l b e h a l f t h a t

u s e d i n t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d . I f t h e a m p l i t u d e s a n d p h a s e s a r e

n e e d e d f o r s o m e r e a s o n t h e y c a n b e c a l c u l a t e d a s a f i n a l s t e p u s i n g

l i n e a r l e a s t s q u a r e s v i a ( 6 . 4 . 8 ) w i t h t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s h e l d

c o n s t a n t .

T h e m a j o r p r o b l e m i n e m p l o y i n g t h i s s c h e m e i s d e c i d i n g w h i c h

t y p e o f E - p u l s e t o u s e i n t h e c o n v o l u t i o n . T h e E - p u l s e s h o u l d b e a s

s t a b l e a s p o s s i b l e , s o t h a t a s t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s a r e v a r i e d i n

t h e m i n i m i z a t i o n p r o c e s s t h e r e s p o n s e w a v e f o r m q ( t ) d o e s n o t c h a n g e

w i l d l y , m a k i n g t h e l o c a l m i n i m u m d i f f i c u l t t o f i n d . F r o m t h e r e s u l t s

o f c h a p t e r 5 , t h i s s u g g e s t s u s i n g a n a t u r a l E - p u l s e . A l s o , s i n c e t h e

m i n i m i z a t i o n i s a n i t e r a t i v e p r o c e s s , i t i s n e c e s s a r y t o m a k e t h e

c o n s t r u c t i o n o f t h e E - p u l s e a n d t h e c o n v o l u t i o n w i t h t h e m e a s u r e d

r e s p o n s e a s r a p i d a s p o s s i b l e . T h u s , t h e l o g i c a l c h o i c e i s t o

c o n s t r u c t e ( t ) a s a r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n b a s e d n a t u r a l E - p u l s e .

S e c t i o n 4 . 6 p r o v i d e s a v e r y q u i c k a l g o r i t h m f o r i t s c a l c u l a t i o n , a n d

s a m p l e d d a t a c o n v o l u t i o n c a n b e p e r f o r m e d r a p i d l y a n d a c c u r a t e l y u s i n g

t h e t r a p e z o i d a l m e t h o d o f s e c t i o n 5 . 3 .

A s a s i m p l e e x a m p l e c o n s i d e r a o n e m o d e r e s p o n s e c o n s t r u c t e d a s

2 t c o s ( 2 t + 1 ) ( 6 . 6 . 3 )r ( t ) = 1 e — 0 '

T h i s r e s p o n s e i s t h e n s a m p l e d a t 5 0 0 p o i n t s b e t w e e n t = 0 a n d t = 1 0 , w i t h

a c o n s t a n t s a m p l i n g i n t e r v a l . U s i n g i n i t i a l g u e s s e s o f o = - 0 . 1 a n d

w = 1 - 9 a n d m i n i m i z i n g t h e n o r m o f t h e l a t e - t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e a t a
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t o t a l o f 2 5 d i s c r e t e p o i n t s e q u a l l y s p a c e d b e t w e e n t h e b e g i n n i n g o f

l a t e - t i m e a n d t = 1 0 , a n a t t e m p t i s m a d e t o r e c o v e r t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s . R e q u e s t i n g t h r e e d i g i t s o f a c c u a r c y f r o m r o u t i n e Z X M I N

r e s u l t s i n o = - 0 . 2 0 0 a n d w = 2 . 0 0 , a n d t h e r o u t i n e h a s o b v i o u s l y b e e n

s u c c e s s f u l .

A s a s e c o n d e x a m p l e , c o n s i d e r t h e r e s p o n s e g i v e n b y ( 6 . 6 . 3 )

w i t h a v e r y s m a l l D C l e v e l o f 0 . 0 1 a d d e d . T h e s a m e s e t o f s a m p l i n g

c o n d i t i o n s a n d i n i t i a l g u e s s e s t h e n r e s u l t s i n o = - 0 . 2 0 8 a n d w = 1 . 9 8 .

I t i s s e e n t h a t t h e p r e s e n c e o f a D C l e v e l a d v e r s e l y a f f e c t s t h e

p e r f o r m a n c e o f t h e E - p u l s e t e c h n i q u e . T h i s s u g g e s t s t h a t a D C E - p u l s e

s h o u l d b e u s e d i n t h e c o n v o l u t i o n ( 6 . 6 . 1 ) . U s i n g a D C E - p u l s e ,

r e s u l t s f o r t h e a b o v e e x a m p l e ( w i t h D C = 0 . 0 1 ) b e c o m e o = - 0 . 2 0 0 a n d

w = 2 . 0 0 . T h u s , t h e D C l e v e l h a s b e e n a d e q u a t e l y a c c o m m o d a t e d .

T h e r e i s o n e u n f o r t u n a t e d i f f i c u l t y i n v o l v e d i n i m p l e m e n t i n g

t h e E - p u l s e m e t h o d , a n d i t r e s i d e s i n u s i n g t h e n a t u r a l E - p u l s e . S i n c e

t h e E - p u l s e d u r a t i o n i s a f u n c t i o n o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s u s e d i n

i t s c o n s t r u c t i o n , e a c h i t e r a t i o n o f t h e r o u t i n e w i l l h a v e a d i f f e r e n t

b e g i n n i n g t o l a t e - t i m e . I t t h u s b e c o m e s n e c e s s a r y t o e s t i m a t e t h e

r a n g e o v e r w h i c h t h e l a t e - t i m e r e g i o n w i l l v a r y , s o t h a t n o p o i n t s i n

t h e e a r l y - t i m e a r e u s e d i n c a l c u l a t i n g t h e n o r m ( 6 . 6 . 2 ) . T h i s i s

q u i t e d i f f i c u l t s i n c e i t i s h a r d t o t e l l b e f o r e h a n d i n w h a t d i r e c t i o n

t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s w i l l m o v e . T h e b e s t a p p r o a c h i s t o a l w a y s u s e

t h e n a t u r a l E - p u l s e o f m i n i m u m d u r a t i o n ( w h i c h r e s u l t s i n t h e g r e a t e s t

a m o u n t o f l a t e - t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e ) a n d a t t e m p t t o a c c u r a t e l y

e s t i m a t e t h e f r e q u e n c y ( i m a g i n a r y p a r t ) o f t h e h i g h e s t m o d e p r e s e n t .

N o e x p e r i m e n t a t i o n h a s b e e n u n d e r t a k e n e m p l o y i n g f o r c e d
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E — p u l s e s i n t h e c o n v o l u t i o n . A s t h i s w o u l d e l i m i n a t e t h e a b o v e

p r o b l e m , s u c h a n a p p r o a c h s h o u l d b e c o n s i d e r e d a n i m p o r t a n t t o p i c

f o r f u t u r e s t u d y .

6 . 7 L a t e - t i m e M i n i m i z a t i o n M e t h o d

T h i s m e t h o d i s v e r y s i m i l a r t o t h a t o f s e c t i o n 6 . 6 i n t h a t i t

a l s o r e q u i r e s t h e m i n i m i z a t i o n o f t h e l a t e - t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e

o f a n E - p u l s e a n d a m e a s u r e d r e s p o n s e . H o w e v e r , h e r e t h e m i n i m i z a t i o n

i s n o t d o n e w i t h r e s p e c t t o t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s , b u t w i t h r e s p e c t

t o t h e a m p l i t u d e s o f t h e b a s i s f u n c t i o n s u s e d t o c o n s t r u c t t h e E - p u l s e .

T h e b e n e f i t o v e r t h e E - p u l s e m e t h o d i s t h a t a n E - p u l s e n e e d n o t b e

c o n s t r u c t e d a t e a c h s t e p , a n d t h u s e x e c u t i o n t i m e s h o u l d b e r e d u c e d .

T h e r e s u l t o f t h e m i n i m i z a t i o n i n t h i s m e t h o d i s t h e a m p l i t u d e s

o f t h e b a s i s f u n c t i o n s f o r m i n g a n E — p u l s e . A s a f i n a l s t e p i t i s

n e c e s s a r y t o d e t e r m i n e t h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s t h a t t h e E - p u l s e

e l i m i n a t e s , a n d t h e y a r e t a k e n a s a n e s t i m a t e o f t h e n a t u r a l f r e q u e n -

c i e s i n t h e m e a s u r e d r e s p o n s e . T h e a m p l i t u d e s a n d p h a s e s c a n b e

c a l c u l a t e d , i f d e s i r e d , u s i n g l i n e a r l e a s t s q u a r e s w i t h t h e f r e q u e n c i e s

h e l d c o n s t a n t . A s w i t h t h e E - p u l s e m e t h o d , i f t h e m e a s u r e d r e s p o n s e

i s a p u r e s e t o f n a t u r a l m o d e s a n d t h e r i g h t n u m b e r o f m o d e s a r e u s e d

i n t h e m i n i m i z a t i o n o f t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e , t h i s m e t h o d s h o u l d w o r k

p e r f e c t l y .

I t i s q u i t e p o s s i b l e , i n p r i n c i p l e , t o e x t r a c t t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s f r o m t h e E - p u l s e w a v e f o r m , s i n c e e q u a t i o n ( 4 . 4 . 1 . 2 ) s t a t e s

t h a t t h e L a p l a c e t r a n s f o r m o f t h e E — p u l s e w a v e f o r m s h o u l d h a v e z e r o e s
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a t t h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s t h a t t h e E - p u l s e e l i m i n a t e s . H o w e v e r , i f

t h e E - p u l s e s p e c t r u m i s q u i t e c o m p l i c a t e d t h e r e m u s t b e a s e a r c h

t h r o u g h t h e c o m p l e x p l a n e f o r t h e s e f r e q u e n c i e s , a n d t h i s c o u l d b e

c o m p u t a t i o n a l l y d i f f i c u l t . I t i s t h e r e f o r e p r u d e n t t o u s e a n E - p u l s e

w i t h a s p e c t r u m t h a t h a s e a s i l y d e t e r m i n a b l e z e r o e s .

T h e m o s t c o n v e n i e n t E - p u l s e i s t h a t b a s e d u p o n r e c t a n g u l a r

p u l s e f u n c t i o n s . S a m p l e d d a t a c o n v o l u t i o n c a n b e p e r f o r m e d r a p i d l y

u s i n g t h e t r a p e z o i d a l r u l e i n t e g r a t i o n m e t h o d o f s e c t i o n 5 . 3 , a n d t h e

c o m p l e x f r e q u e n c i e s t h a t t h e E — p u l s e e l i m i n a t e s c a n b e e x t r a c t e d a s

f o l l o w s .

T h e s p e c t r u m o f a n a r b i t r a r y p u l s e f u n c t i o n b a s e d E — p u l s e i s

g i v e n b y e q u a t i o n ( 4 . 5 . 4 . 1 6 ) . T h u s , a t t h e f r e q u e n c i e s t h a t t h e

E - p u l s e e l i m i n a t e s

= 0 ( 6 . 7 . 1 )

w h e r e A i s t h e p u l s e w i d t h , 0 i s t h e a m p l i t u d e o f t h e i ' t h p u l s e
2

f u n c t i o n d e t e r m i n e d b y t h e m i n i m i z a t i o n p r o c e s s , a n d t h e c o m p l e x

f r e q u e n c i e s t o b e d e t e r m i n e d r e s i d e a t s = s N o w , l e t t i n gk '

z = e ' s A ( 6 . 7 . 2 )

t h e n ( 6 . 7 . 1 ) c a n b e w r i t t e n a s

L 2
Z 6 2 2 = 0 ( 6 . 7 . 3 )
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o r , f r o m c o m p l e x a l g e b r a

L - l
H ( z - z k ) = 0 ( 6 . 7 . 4 )

k = 1

T h i s i n d i c a t e s t h a t t h e r e a r e e x a c t l y L - l s o l u t i o n s t o ( 6 . 7 . 4 ) f o r Z k '

T h e v a l u e s o f z k a r e d e t e r m i n e d f r o m ( 6 . 7 . 3 ) b y u s i n g a s t a n d a r d

c o m p l e x p o l y n o m i a l r o o t s o l v i n g r o u t i n e . F i n a l l y , t h e c o m p l e x

f r e q u e n c i e s w h i c h s o l v e ( 6 . 7 . 1 ) a r e g i v e n b y

s k = - 2 1 ; l o g ( z k ) ( 6 . 7 . 5 )

F o r a n a t u r a l E - p u l s e t h e n u m b e r o f p u l s e f u n c t i o n s u s e d i s

L = 2 N , w h e r e N i s t h e n u m b e r o f m o d e s t o b e e x t i n g u i s h e d . T h u s , t h e r e

a p p e a r s t o b e o n l y 2 N — 1 r o o t s t o ( 6 . 7 . 4 ) . H o w e v e r , t h i s d o e s n o t

m e a n t h a t o n l y 2 N - 1 n a t u r a l f r e q u e n c i e s a r e e l i m i n a t e d ( o b v i o u s l y ,

s i n c e t h e E - p u l s e w a s c o n s t r u c t e d t o e l i m i n a t e 2 N f r e q u e n c i e s - - t h e

s e t o f 5 p l u s t h e i r c o m p l e x c o n j u g a t e s . ) E q u a t i o n ( 6 . 7 . 4 ) o n l y g i v e s
k

v a l u e s o f z k . T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s , a s d e t e r m i n e d f r o m ( 6 . 7 . 5 ) , w i l l

b e i n f i n i t e i n n u m b e r s i n c e t h e l o g i s a m u l t i v a l u e d f u n c t i o n . T h e

f r e q u e n c i e s o f i n t e r e s t a r e t h e p r i n c i p l e v a l u e s o f ( 6 . 7 . 5 ) , p l u s o n e

o t h e r w h i c h i s t e m p o r a r i l y h i d i n g ( s i n c e t h e r e a r e o n l y 2 N - 1 p r i n c i p l e

v a l u e f r e q u e n c i e s . ) T h e m i s s i n g f r e q u e n c y i s d i s c o v e r e d n u m e r i c a l l y

t o b e

( 6 . 7 . 6 )

L
s
»
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w h e r e s j i s t h e f r e q u e n c y u s e d t o c a l c u l a t e t h e E - p u l s e d u r a t i o n v i a

( 4 . 6 . 1 . 2 4 ) a n d t h e s i g n d e p e n d s o n t h e s p e c i f i c p r o b l e m . T o r e c o v e r

t h i s f r e q u e n c y w r i t e ( 6 . 7 . 1 ) a s

L - £ o A
2 a g e ( 6 6 3 ( 0 2 6 ) - j s i n ( w 2 A ) ] = 0 ( 6 . 7 . 7 )
2 1

T h e n i t i s o b v i o u s t h a t ( 5 , m = t n / A ) i s a r o o t i f 5 o b e y s

- 5 1 A =L L
X a £ ( - 1 ) e 0 ( 6 . 7 . 8 )
i = 1

I t i s i m p o r t a n t n o w t o r e m e m b e r e x a c t l y t h e c o n d i t i o n t h a t l e d t o t h e

n a t u r a l E - p u l s e s o l u t i o n . D e m a n d i n g t h a t ( 4 . 6 . 1 . 1 5 ) h o l d l e d t o

d i s c r e t e v a l u e s o f t h e E - p u l s e d u r a t i o n , g i v e n t h r o u g h

A = 9 3 - p = 1 , 2 , . . . ( 6 . 7 . 9 )
0 )
J

w h e r e w j i s a n y o n e o f t h e f r e q u e n c i e s o f t h e m o d e s t o b e e l i m i n a t e d .

B u t t h i s r o o t a l s o r e q u i r e s ( 6 . 7 . 8 ) v i a ( 4 . 4 . 3 . 4 ) . T h u s , s = o j t j w j

a r e b o t h z e r o e s o f ( 6 . 7 . 1 ) , a n d t h e s e t o f 2 N p r i n c i p l e v a l u e

f r e q u e n c i e s i s c o m p l e t e .

T h e c o n v o l u t i o n o f t h e E - p u l s e w a v e f o r m a n d a m e a s u r e d

r e s p o n s e r ( t ) i s g i v e n b y ( 6 . 6 . 1 ) . A n e s t i m a t e o f t h e v a l u e s o f t h e

n a t u r a l f r e q u e n c i e s e m b e d d e d i n r ( t ) i s d e t e r m i n e d b y f i r s t m i n i m i z i n g

t h e n o r m o f t h e l a t e t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e ( 6 . 6 . 2 ) w i t h r e s p e c t t o

t h e a m p l i t u d e s o f t h e p u l s e f u n c t i o n s a n d p e r h a p s t h e d u r a t i o n T e = L A .

T h e n t h e f r e q u e n c i e s a r e e x t r a c t e d f r o m t h e a m p l i t u d e v a l u e s b y
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l o c a t i n g t h e z e r o e s o f ( 6 . 7 . 1 ) .

M i n i m i z a t i o n o f ( 6 . 6 . 2 ) i s c a r r i e d o u t a s i n t h e E - p u l s e

t e c h n i q u e b y u s i n g a s t a n d a r d c o m p u t e r l i b r a r y r o u t i n e . T h i s r o u t i n e

r e q u i r e s i n i t i a l g u e s s e s f o r t h e f r e e p a r a m e t e r s - - t h e a m p l i t u d e s o f

t h e p u l s e f u n c t i o n s a n d p e r h a p s t h e d u r a t i o n . H o w e v e r , i t i s v e r y

d i f f i c u l t t o e s t i m a t e t h e h e i g h t s o f t h e p u l s e s i n a n E - p u l s e w a v e f o r m

f r o m t h e r e s p o n s e i t i s t o e x t i n g u i s h . T h i s p r o b l e m c a n b e c i r c u m -

v e n t e d b y c o n s t r u c t i n g a n E - p u l s e a t t h e f i r s t i t e r a t i o n b a s e d o n

g u e s s e s f o r t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s i n t h e r e s p o n s e . T h e a m p l i t u d e s

o f t h e p u l s e s i n t h i s E - p u l s e t h e n b e c o m e t h e i n i t i a l g u e s s e s i n t h e

m i n i m i z a t i o n r o u t i n e .

I t i s r e m e m b e r e d f r o m c h a p t e r 4 t h a t t h e r e e x i s t a n i n f i n i t e

n u m b e r o f E - p u l s e s t h a t e l i m i n a t e t h e s a m e f i n i t e s e t o f n a t u r a l m o d e s .

( T h u s , t h i s t e c h n i q u e c o u l d l e a d t o a w i d e v a r i e t y o f E - p u l s e s h a p e s .

T h e f a c t o r r e s t r i c t i n g t h e s h a p e i s t h e i n i t i a l g u e s s . I f t h e i n i t i a l

g u e s s e s f o r t h e a m p l i t u d e s a r e o b t a i n e d b y c o n s t r u c t i n g a n a t u r a l

E — p u l s e b a s e d o n g u e s s e s f o r t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s i n t h e m e a s u r e d

r e s p o n s e , t h e n c h a n c e s a r e t h e w a v e f o r m w i l l c o n v e r g e t o a n a t u r a l

E - p u l s e b a s e d o n t h e a c t u a l f r e q u e n c i e s i n t h e r e s p o n s e . F o r a n a t u r a l

E - p u l s e , 2 N p u l s e a m p l i t u d e s a n d t h e d u r a t i o n a r e u s e d a s f r e e p a r a -

m e t e r s i n t h e m i n i m i z a t i o n , w h e r e t h e r e s p o n s e i s a s s u m e d t o c o n t a i n

N m o d e s . F o r a f o r c e d E - p u l s e , t h e d u r a t i o n i s c h o s e n ( a n d f i x e d )

a n d 2 N + 1 p u l s e a m p l i t u d e s a r e u s e d i n t h e m i n i m i z a t i o n . E i t h e r w a y ,

t h e r e a r e 2 N + 1 v a r i a b l e s i n v o l v e d . T o d a t e t h e t e c h n i q u e h a s o n l y

b e e n i m p l e m e n t e d u s i n g n a t u r a l E - p u l s e s o f m i n i m u m d u r a t i o n . N o t e

t h a t l o n g e r d u r a t i o n n a t u r a l E - p u l s e s c o u l d b e u t i l i z e d , b u t t h e l e n g t h
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o f t h e l a t e - t i m e p e r i o d o f t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e i s r e d u c e d .

A s a s i m p l e e x a m p l e , c o n s i d e r t h e r e s p o n s e c o n s t r u c t e d a s i n

( 6 . 6 . 3 ) . T h i s r e s p o n s e i s s a m p l e d a t 5 0 0 e q u a l l y s p a c e d p o i n t s

b e t w e e n t = 0 a n d t = 1 0 . U s i n g i n i t i a l g u e s s e s o f o = - 0 . 1 a n d 6 = 2 . 2 a n d

m i n i m i z i n g t h e l a t e - t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e a t a t o t a l o f 2 5 p o i n t s

e q u a l l y s p a c e d b e t w e e n t h e b e g i n n i n g o f l a t e - t i m e a n d t = 1 0 , a n a t t e m p t

i s m a d e t o r e c o v e r t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s . W i t h t w o p u l s e s a n d a

r e q u e s t f o r t h r e e d i g i t s o f a c c u r a c y f r o m I M S L r o u t i n e Z X M I N , t h e

r e s u l t s a r e a 1 = 1 . 2 6 5 , a 2 = 0 . 9 2 4 , a n d T e = 3 . 1 4 2 . T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s

a r e e x t r a c t e d u s i n g ( 6 . 7 . 1 ) a n d a r e f o u n d t o b e o = - 0 . 2 0 0 a n d w = 2 . 0 0 ,

a n d t h e r o u t i n e h a s s u c c e e d e d .

A s a s e c o n d e x a m p l e , c o n s i d e r t h e r e s p o n s e i n ( 6 . 6 . 3 ) w i t h a

s m a l l D C l e v e l o f 0 . 0 2 a d d e d . T h e s a m e c o n d i t i o n s a n d i n i t i a l g u e s s e s

a s a b o v e r e s u l t i n a l = 0 . 7 0 6 , a 2 = 0 . 5 4 7 , a n d T e = 3 . 1 4 6 . T h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s a r e t h e n c a l c u l a t e d t o b e o = - 0 . 1 6 2 a n d w = 1 . 9 9 . O b v i o u s l y ,

t h e p r e s e n c e o f t h i s s m a l l D C l e v e l h a s h a d a d e l e t e r i o u s e f f e c t o n

t h e a c c u r a c y o f o . T h i s i s e a s i l y o v e r c o m e b y u s i n g t h r e e p u l s e s i n

t h e m i n i m i z a t i o n a n d c o n s t r u c t i n g a n a t u r a l D C E - p u l s e a s a n i n i t i a l

g u e s s . W i t h t h i s , t h e a b o v e e x a m p l e r e s u l t s i n t h e a m p l i t u d e s a n d

d u r a t i o n a l - - 3 . 6 1 , a 2 = 0 . 9 7 3 , a 3 = 2 . 6 4 , T e = 4 . 7 1 , a n d t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s o l = 0 , w 1 = 0 , 0 2 = - 0 . 2 0 0 , a n d w 2 = 2 . 0 0 . A g a i n t h e t e c h n i q u e

h a s s u c c e e d e d . N o t e t h e e x p e c t e d f r e q u e n c y a t s = 0 n e c e s s a r y t o

e l i m i n a t e t h e D C c o m p o n e n t .

A s i n s e c t i o n 6 . 6 t h e r e r e m a i n s t h e d i f f i c u l t y i n v o l v i n g t h e

v a r i a b i l i t y o f t h e b e g i n n i n g o f l a t e - t i m e . F u t u r e s t u d i e s s h o u l d

i n c l u d e m o d i f y i n g t h i s t e c h n i q u e t o u s e f o r c e d E - p u l s e s .
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6 . 8 M o m e n t M e t h o d A p p r o a c h

T h e p r e v i o u s s e c t i o n o b t a i n e d t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s f r o m a

m e a s u r e d r e s p o n s e b y f i r s t c r e a t i n g a n E - p u l s e t h r o u g h l a t e - t i m e

c o n v o l v e d r e s p o n s e m i n i m i z a t i o n a n d t h e n e x t r a c t i n g t h e f r e q u e n c i e s

f r o m t h e E - p u l s e . T h i s s e c t i o n a l s o p r e s e n t s a t w o s t e p m e t h o d , f i r s t

c a l c u l a t i n g a n E - p u l s e u s i n g t h e m e t h o d o f m o m e n t s t o s o l v e t h e i n t e -

g r a l e q u a t i o n c r e a t e d b y s e t t i n g t h e l a t e - t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e t o

z e r o , a n d t h e n e x t r a c t i n g t h e f r e q u e n c i e s f r o m t h e E - p u l s e .

T h e c o n v o l u t i o n o f a n e x c i t a t i o n s i g n a l e ( t ) a n d a m e a s u r e d

r e s p o n s e r ( t ) i s g i v e n b y e q u a t i o n ( 6 . 6 . 1 ) . I f r ( t ) i s a p u r e s u m o f

n a t u r a l m o d e s t h e n e ( t ) c a n b e c o n s t r u c t e d a s a n E - p u l s e , r e s u l t i n g

i n a n u l l l a t e - t i m e c o n v o l v e d r e s p o n s e . T h u s , s o l v i n g

T e
q ( t ) = f e ( t ' ) r ( t - t ' ) d t ' = 0 t > T ( 6 . 8 . 1 )

o

f o r e ( t ) r e s u l t s i n a w a v e f o r m t h a t a p p r o x i m a t e s a n E - p u l s e ( f o r r ( t )

c o n t a m i n a t e d b y n o i s e ) , a n d t h e f r e q u e n c i e s t h a t i t e l i m i n a t e s c a n b e

t a k e n a s a n e s t i m a t e f o r t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s c o n t a i n e d i n r ( t ) .

E q u a t i o n ( 6 . 8 . 1 ) i s a n i n t e g r a l e q u a t i o n f o r t h e u n k n o w n w a v e -

f o r m e ( t ) , a n d i t c a n b e s o l v e d u s i n g t h e s t a n d a r d m e t h o d o f m o m e n t s

t e c h n i q u e . T h e u n k n o w n w a v e f o r m e ( t ) i s f i r s t e x p a n d e d i n a n a p p r o -

p r i a t e l y c h o s e n s e t o f b a s i s f u n c t i o n s

L
e ( t ) = Z a g f z ( t ) ( 6 . 8 . 2 )

1 = 1
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T h e n , r a t h e r t h a n f o r c i n g ( 6 . 8 . 1 ) t o b e s a t i s f i e d f o r a l l t i m e , i t i s

m u l t i p l i e d b y a s e t o f M w e i g h t i n g f u n c t i o n s w m ( t ) a n d t h e m o m e n t s

a r e t a k e n [ 6 7 ]

L T e
< w ( t ) , 2 0 1 f f ( t ' ) r ( t - t ' ) d t ' > = 0 m = 1 , 2 , . . . , M ( 6 . 8 . 3 )
m 2 : 1 8 o 2

w h e r e t h e a n g l e b r a c k e t s r e p r e s e n t t h e u s u a l i n n e r p r o d u c t

( f ( t ) . 1 1 6 ) ) = m o u n d : ( 6 . 8 . 4 )

T h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 6 . 8 . 1 ) h a s n o w b e e n r e d u c e d t o a m a t r i x

e q u a t i o n ( 6 . 8 . 3 ) . T h i s i s t h e m a i n b e n e f i t o f t h i s m e t h o d o v e r t h e

m e t h o d s o f t h e t w o p r e c e e d i n g s e c t i o n s . A m a t r i x e q u a t i o n i s m u c h

e a s i e r t o s o l v e t h a n t h e m i n i m i z a t i o n p r o b l e m o f ( 6 . 6 . 2 ) . I f t h e

n u m b e r o f w e i g h t i n g f u n c t i o n s i s c h o s e n t o b e e q u a l t o t h e n u m b e r o f

b a s i s f u n c t i o n s , a s i s u s u a l l y d o n e , t h e n a s e a r c h m u s t b e m a d e t o

f i n d a z e r o o f t h e d e t e r m i n a n t . B u t s i n c e o n l y o n e p a r a m e t e r i s

i n v o l v e d ( t h e E - p u l s e d u r a t i o n ) , t h e c o m p u t a t i o n n e e d e d i s s t i l l m u c h

l e s s t h a n t h a t i n t h e m i n i m i z a t i o n s c h e m e .

T h e p r o p e r s e l e c t i o n o f b a s i s f u n c t i o n s i s d e t e r m i n e d a s i n

s e c t i o n 6 . 7 b y t h e n e e d t o m a k e t h e e x t r a c t i o n o f t h e c o m p l e x

f r e q u e n c i e s f r o m t h e E - p u l s e a s e a s y a s p o s s i b l e . T h e c h o i c e o f

w e i g h t i n g f u n c t i o n s i s c o n t r o l l e d b y t h e d e s i r e t o s i m p l i f y t h e c a l c u -

l a t i o n o f t h e m o m e n t s ( 6 . 8 . 3 ) . A l l t o l d , t h r e e s e p a r a t e c a s e s w i l l

b e c o n s i d e r e d .
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I . I m p u l s e b a s i s f u n c t i o n s , p o i n t m a t c h i n g

A n E - p u l s e w a v e f o r m c o n s t r u c t e d u s i n g i m p u l s e f u n c t i o n s c a n b e

w r i t t e n s i m i l a r t o ( 4 . 5 . 5 . 2 ) a s

2 N - 1

e ( t ) = 2 a 6 ( t - 2 A ) ( 6 . 8 . 4 )
1

i = 0

w h e r e N m o d e s a r e a s s u m e d t o b e i n r ( t ) . T h u s , e ( t ) r e p r e s e n t s a

n a t u r a l E - p u l s e . I n t h e o r y i t w o u l d b e a l l o w a b l e t o u s e m o r e t h a n 2 N

b a s i s f u n c t i o n s , b u t t h i s l e a d s t o m a t r i x c o n d i t i o n i n g p r o b l e m s i f

o n l y N m o d e s a r e a c t u a l l y p r e s e n t i n r ( t ) ( s e e [ 6 0 ] ) . U s i n g i m p u l s e

f u n c t i o n s f o r w e i g h t i n g

w m ( t ) = 6 ( t - m A ) ( 6 . 8 . 5 )

i s e q u i v a l e n t i n ( 6 . 8 . 3 ) t o p o i n t m a t c h i n g a t t i m e s t = m A . T h a t i s ,

t h e i n t e g r a l e q u a t i o n i s f o r c e d t o b e s a t i s f i e d a t d i s c r e t e v a l u e s o f

t i m e w h i c h a r e s p a c e d t h e s a m e a s t h e i m p u l s e f u n c t i o n s i n e ( t ) .

T h i s a l l o w s ( 6 . 8 . 3 ) t o b e w r i t t e n a s



2 8 9

u o r N _ 1 + a e r _ 2 + a e r _ 3 + . . . + a 2 N _ 1 r 0 = O

a o r N + a e r _ 1 + a Z r N _ 2 + ~ - - + a 2 N _ 1 r 1 = 0

a o r N + 1 + - - - + 6 2 N _ 1 r 2 = 0 ( 6 . 8 . 6 )

a 0 5 N + M - 2 + ° ' ° + G Z N - I r M - l = 0

w h e r e

r g = r ( t = £ A ) ( 6 . 8 . 7 )

E q u a t i o n ( 6 . 8 . 6 ) c a n a l s o b e w r i t t e n i n m a t r i x f o r m a s

3 3 = 0 ( 6 . 8 . 8 )

w i t h t h e m a t r i x e n t r i e s

( ' 5 : ) 1 , j = r N + i - j - 1 i = 1 , 2 , . . . , M j = 1 , 2 , . . . 2 N ( 6 . 8 . 9 )

P r o p e r a p p l i c a t i o n o f t h e m o m e n t m e t h o d r e q u i r e s t h a t t h e s a m e

n u m b e r o f w e i g h t i n g f u n c t i o n s a s b a s i s f u n c t i o n s b e u s e d . T h i s r e s u l t s

i n a h o m o g e n e o u s m a t r i x e q u a t i o n , a s o l u t i o n o f w h i c h c a n o n l y
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o c c u r w h e n

d e t ( 3 ' ] = 0 ( 6 . 8 . 1 0 )

r e s u l t i n g i n d i s c r e t e , c h a r a c t e r i s t i c v a l u e s o f A . W i t h A d e t e r m i n e d ,

t h e m a t r i x i s r e d u c e d a n d t h e n i n v e r t e d t o g i v e t h e p u l s e a m p l i t u d e s ,

w h i c h d e s c r i b e a n a t u r a l E - p u l s e . T h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s e l i m i n a t e d

b y t h e E — p u l s e a r e c a l c u l a t e d b y s o l v i n g ( 6 . 7 . 1 ) a n d t h e y a r e t a k e n a s

a n e s t i m a t e o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s i n r ( t ) .

S i n c e r ( t ) w i l l b e a v a i l a b l e o n l y a s a s a m p l e d w a v e f o r m , t h e r e

a r e t w o s i m p l e w a y s t o c a l c u l a t e t h e m a t r i x e n t r i e s i n ( 6 . 8 . 8 ) .

E i t h e r r ( t ) c a n b e i n t e r p o l a t e d b e t w e e n s a m p l e d p o i n t s , o r A c a n b e

f i x e d a n d d i s c r e t e c o n v o l u t i o n u s e d . W i t h A f i x e d , t h o u g h , i t i s

d o u b t f u l t h a t ( 6 . 8 . 1 0 ) w i l l b e s a t i s f i e d . D i s c r e t e c o n v o l u t i o n c a n

a l s o b e e m p l o y e d i f o n e m o r e b a s i s f u n c t i o n t h a n m a t c h i n g p o i n t a n d

o n e m o r e s a m p l e p o i n t f r o m t h e m e a s u r e d r e s p o n s e a r e u s e d . T h e n e ( t )

b e c o m e s a f o r c e d E - p u l s e , A c a n b e f i x e d a t t h e s a m p l i n g i n t e r v a l ,

a n d ( 6 . 8 . 8 ) c a n b e s o l v e d a s a n i n h o m o g e n e o u s m a t r i x p r o b l e m .

A l t h o u g h t h i s a p p r o a c h i s n o t p r o p e r l y m o t i v a t e d f r o m t h e p o i n t o f

v i e w o f t h e m o m e n t m e t h o d , t h e r e s u l t s a r e m o s t i n t e r e s t i n g . T h e

m a t r i x e q u a t i o n g i v e n b y ( 6 . 8 . 3 ) n o w b e c o m e s

8 3 = 8 ( 6 . 8 . 1 1 )

w h e r e
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B =1 — r N + i _ 1 a _ l ( 6 . 8 . 1 2 )

W i t h t h e a m p l i t u d e c o e f f i c i e n t s d e t e r m i n e d b y s o l v i n g ( 6 . 8 . 1 1 ) , t h e

c o m p l e x f r e q u e n c i e s e l i m i n a t e d b y e ( t ) a r e f o u n d b y c a l c u l a t i n g t h e

r o o t s t o

2 N 2
Z = 0 ( 6 . 8 . 1 3 )
1 C a z - 1 2

w h e r e z i s g i v e n i n e q u a t i o n ( 6 . 7 . 2 ) . A n a s t o u n d i n g f a c t i s n o w

r e v e a l e d . T h e s e a r e e x a c t l y t h e s a m e t w o s t e p s u s e d i n P r o n y ' s

m e t h o d a s d e s c r i b e d i n s e c t i o n 6 . 2 . T h u s , m o m e n t m e t h o d s o l u t i o n

u s i n g i m p u l s e b a s i s a n d w e i g h t i n g f u n c t i o n s i s i d e n t i c a l t o P r o n y ' s

m e t h o d , i f o n e e x t r a b a s i s f u n c t i o n i s a l l o w e d . S i n c e P r o n y ' s

m e t h o d h a s a l r e a d y b e e n d i s c u s s e d , n o n u m e r i c a l r e s u l t s w i l l b e

p r e s e n t e d .

I I . R e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n b a s i s , p o i n t m a t c h i n g

E x p a n d i n g e ( t ) a c c o r d i n g t o

L

e ( t ) = Z 6 P ( t ) ( 6 . 8 . 1 4 )
£ = 1 £ 2

w h e r e P £ ( t ) i s g i v e n i n ( 4 . 5 . 4 . 3 ) , a n d p o i n t m a t c h i n g a t t i m e s t = t m

a l l o w s ( 6 . 8 . 3 ) t o b e w r i t t e n i n t h e m a t r i x f o r m

"
U
9
1
"

ll 0 ( 6 . 8 . 1 5 )



 T
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w i t h t h e e n t r i e s

T e
. _ . v _ v Ig P n ( t ) r ( t m t ) d t ( 6 . 8 . 1 6 )

C a l c u l a t i n g t h e s e e n t r i e s i s i d e n t i c a l t o p e r f o r m i n g t h e s a m p l e d d a t a

c o n v o l u t i o n d i s c u s s e d i n s e c t i o n 5 . 3 . S i n c e t h i s i n v o l v e s i n t e r p o -

l a t i n g o n r ( t ) , t h e r e i s n o r e s t r i c t i o n o n t h e p u l s e w i d t h A . T h u s ,

a n a t u r a l E - p u l s e c a n b e u s e d a n d , w i t h L = 2 N , t h e r e q u i r e m e n t

II C
)d e t ( 5 : ) ( 6 . 8 . 1 7 )

c a n b e s a t i s f i e d i n t h e t r u e s p i r i t o f t h e m o m e n t m e t h o d . T h e n , s o l u -

t i o n s t o ( 6 . 8 . 1 5 ) c a n b e f o u n d , c o r r e s p o n d i n g t o d i s c r e t e v a l u e s f o r

t h e d u r a t i o n o f t h e E - p u l s e , a n d t h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s c a n b e

e x t r a c t e d f r o m t h e r e s u l t i n g E - p u l s e w a v e f o r m b y s o l v i n g ( 6 . 7 . 1 ) .

I I I . R e c t a n g u l a r p u l s e b a s i s , r e c t a n g u l a r p u l s e w e i g h t i n g

I n t h i s c a s e , t h e e x c i t a t i o n s i g n a l i s e x p a n d e d a c c o r d i n g t o

( 6 . 8 . 1 4 ) w h i l e t h e w e i g h t i n g f u n c t i o n s a r e g i v e n b y

w ( c ) = 8 ( t ) ( 6 . 8 . 1 8 )
m m

w h e r e

~ 1 ( m - 1 ) A § t : m A
p ( t ) = ( 6 . 8 . 1 9 )

m 0 e l s e w h e r e
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a n d A i s c h o s e n i n s u c h a w a y t h a t t h e w e i g h t i n g f u n c t i o n s c o v e r t h e

e n t i r e l a t e - t i m e p e r i o d . W h e r e a s p o i n t m a t c h i n g f o r c e s t h e c o n v o l v e d

r e s p o n s e t o b e e x a c t l y z e r o a t d i s c r e t e p o i n t s , u s i n g p u l s e w e i g h t i n g

f u n c t i o n s c o r r e s p o n d s t o f o r c i n g a n a v e r a g e o f t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e

t o b e z e r o . W h e n r ( t ) i s c o n t a m i n a t e d b y n o i s e , e m p l o y i n g a n a v e r a g e

o f t h e c o n v o l v e d r e s p o n s e s h o u l d b e a m o r e s t a b l e a p p r o a c h .

W r i t i n g ( 6 . 8 . 3 ) i n t h e m a t r i x f o r m ( 6 . 8 . 1 5 ) l e a d s t o t h e m a t r i x

e n t r i e s

T~ e
= < P m ( t ) , f P n ( t ' ) r ( t - t ' ) d t ' > ( 6 . 8 . 2 0 )

0

T h e d o u b l e i n t e g r a t i o n r e q u i r e d b y t h e i n n e r p r o d u c t o f t h e p u l s e a n d

t h e c o n v o l u t i o n c a n b e c a l c u l a t e d q u i t e s i m p l y b y u s i n g r e c t a n g u l a r

r u l e i n t e g r a t i o n

T e

[ P n ( t ' ) r ( t m k - t ' ) d t ' ( 6 . 8 . 2 1 )
0 9"

M
N

I :

K
I
D
:

k 1

w h e r e t h e d o u b l e s u b s c r i p t o n t m , k i n d i c a t e s t h e k ' t h v a l u e o f t o u t

o f a t o t a l o f K v a l u e s e q u a l l y d i s t r i b u t e d o v e r t h e m ' t h w e i g h t i n g

f u n c t i o n i n t e r v a l . T h e r e m a i n i n g i n t e g r a l i n ( 6 . 8 . 2 1 ) i s o f t h e t y p e

c a l c u l a t e d i n t h e p u l s e f u n c t i o n b a s i s , p o i n t m a t c h i n g a n a l y s i s .

T h u s , t h e m a t r i x e l e m e n t s a r e m e r e l y s u m s o f e l e m e n t s o f t h e t y p e

u s e d f o r t h a t t e c h n i q u e , a n d s o l u t i o n s f o r t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s

e m b e d d e d i n r ( t ) p r o c e e d i d e n t i c a l l y .
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A s a s i m p l e e x a m p l e c o n s i d e r a r e s p o n s e c o n s t r u c t e d a s i n

( 6 . 6 . 3 ) . T h i s r e s p o n s e i s s a m p l e d a t 5 0 0 p o i n t s i n t i m e , e q u a l l y

d i s t r i b u t e d b e t w e e n t = 0 a n d t = 1 0 . A n a t t e m p t i s t h e n m a d e t o r e c o v e r

t h e c o m p l e x f r e q u e n c y i n r ( t ) b y u s i n g t h e m o m e n t m e t h o d , f i r s t w i t h

i m p u l s e a n d t h e n p u l s e w e i g h t i n g . U s i n g t w o p u l s e f u n c t i o n s f o r

e x p a n s i o n , a n d m a t c h i n g a t t w o p o i n t s ( a t t h e b e g i n n i n g a n d e n d o f

l a t e - t i m e ) r e s u l t s i n a r o o t t o t h e d e t e r m i n e n t a l e q u a t i o n ( 6 . 8 . 1 7 )

b e i n g f o u n d a t T e = 3 . 1 4 1 5 9 . T h e c o r r e s p o n d i n g p u l s e f u n c t i o n a m p l i t u d e s

a r e f o u n d t o b e a 1 = 1 . 3 6 9 a n d a z = 1 , w h i l e t h e c o m p l e x f r e q u e n c y f o u n d

b y s o l v i n g ( 6 . 7 . 1 ) i s o = - 0 . 2 0 0 , w = 2 . 0 0 . U s i n g t w o p u l s e f u n c t i o n s f o r

e x p a n s i o n a n d t w o p u l s e f u n c t i o n s f o r w e i g h t i n g r e s u l t s i n a r o o t o f

( 6 . 8 . 1 7 ) a t T e = 3 . 1 4 1 5 9 , p u l s e f u n c t i o n a m p l i t u d e s o f u l = 1 . 3 6 9 a n d

a 2 3 1 , a n d t h e c o m p l e x f r e q u e n c y o = - O . 2 0 0 , m = 2 . 0 0 . T h u s , t h e m o m e n t

m e t h o d t e c h n i q u e h a s b e e n s u c c e s s f u l f o r b o t h t y p e s o f w e i g h t i n g

f u n c t i o n s .

A s a s e c o n d e x a m p l e , c o n s i d e r t h e r e s p o n s e i n ( 6 . 6 . 3 ) w i t h a

s m a l l D C l e v e l o f 0 . 0 2 a d d e d . S a m p l i n g u n d e r t h e s a m e c o n d i t i o n s a s

a b o v e a n d u s i n g t w o p u l s e f u n c t i o n s f o r e x p a n s i o n a n d t w o i m p u l s e

f u n c t i o n s f o r w e i g h t i n g r e s u l t s i n a r o o t t o ( 6 . 8 . 1 7 ) b e i n g f o u n d a t

T e = 3 . 1 9 9 . T h e c o r r e s p o n d i n g p u l s e a m p l i t u d e s a r e a l = 1 . 2 7 8 a n d c z = 1 ,

w h i l e t h e e x t r a c t e d f r e q u e n c y i s o = - 0 . 1 5 3 , m = 1 . 9 6 4 . U s i n g t w o p u l s e

f u n c t i o n s f o r e x p a n s i o n a n d t w o p u l s e f u n c t i o n s f o r w e i g h t i n g r e s u l t s

i n a r o o t t o ( 6 . 8 . 1 7 ) a t T e = 3 . 1 1 3 a n d t h e c o r r e s p o n d i n g p u l s e

a m p l i t u d e s a n d f r e q u e n c y a l = 0 . 9 1 7 2 , a z = 1 , a n d o = 0 . 0 5 5 5 , w = 2 . 0 1 8 .

O b v i o u s l y , t h e p r e s e n c e o f t h e D C c o m p o n e n t h a s h a d a h a r m f u l e f f e c t

o n t h e a c c u r a c y o f t h e e x t r a c t e d f r e q u e n c y , b o t h f o r i m p u l s e a n d f o r

p u l s e f u n c t i o n w e i g h t i n g .
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T h e D C l e v e l i n t h e p r e v i o u s e x a m p l e c a n b e a c c o m m o d a t e d b y

e x p a n d i n g i n t h r e e p u l s e f u n c t i o n s , r e s u l t i n g i n t h e c r e a t i o n o f a

n a t u r a l D C E - p u l s e . U s i n g t h r e e i m p u l s e f u n c t i o n s f o r w e i g h t i n g g i v e s

a r o o t t o ( 6 . 8 . 1 7 ) a t T e = 4 . 7 1 2 , w i t h t h e c o r r e s p o n d i n g p u l s e a m p l i t u d e s

a n d f r e q u e n c i e s a = - 1 . 3 6 9 , a z = 0 . 3 6 9 , a 3 = 1 a n d 0 1 = 0 , w 1 = 0 , 0 2 = - 0 . 2 0 0 ,
1

a n d w 2 = 2 . 0 0 . U s i n g t h r e e p u l s e f u n c t i o n s f o r w e i g h t i n g r e s u l t s i n a

r o o t t o ( 6 . 8 . 1 7 ) a t T e = 4 . 7 1 2 a s w e l l , w i t h a m p l i t u d e s a n d f r e q u e n c i e s

i d e n t i c a l t o t h o s e f o u n d w i t h i m p u l s e w e i g h t i n g . T h u s , t h e m o m e n t

m e t h o d t e c h n i q u e h a s s u c c e e d e d i n e x t r a c t i n g b o t h t h e e x p e c t e d

f r e q u e n c y a t o ' - 0 . 2 , w = 2 a n d a l s o t h e f r e q u e n c y a t s = 0 n e c e s s a r y t o

e l i m i n a t e t h e D C c o m p o n e n t .

T h e m o m e n t m e t h o d t e c h n i q u e s e e m s u n c o m f o r t a b l y s i m i l a r t o

P r o n y ' s m e t h o d , a n d c a s e I s h o w e d t h e r e a s o n f o r c o n c e r n . H o w e v e r ,

t h e p r o b l e m s a f f l i c t i n g P r o n y ' s m e t h o d i n t h e p r e s e n c e o f r a n d o m n o i s e

a r e w e l l h a n d l e d b y e x p a n d i n g t h e E - p u l s e i n p u l s e f u n c t i o n s a s

o p p o s e d t o i m p u l s e f u n c t i o n s . W i t h p u l s e e x p a n s i o n f u n c t i o n s , t h e

c o n v o l u t i o n i n t e g r a l i n ( 6 . 8 . 3 ) i n c o r p o r a t e s a l l o f t h e p o i n t s i n t h e

m e a s u r e d r e s p o n s e , r e s u l t i n g i n a n a v e r a g i n g o f t h e n o i s e . W i t h

i m p u l s e f u n c t i o n s t h e c o n v o l u t i o n o n l y i n v o l v e s r o u g h l y 4 N p o i n t s .

F o r t h e s i m p l e o n e m o d e e x a m p l e d i s c u s s e d e a r l i e r , t h i s m e a n t u s i n g

o n l y 1 % o f t h e t o t a l o f 5 0 0 p o i n t s a v a i l a b l e . I n t h e p r e s e n c e o f

n o i s e , n o a v e r a g i n g c a n b e e x p e c t e d u s i n g P r o n y ' s m e t h o d a n d o n l y

f i v e p o i n t s .

A s i n s e c t i o n s 6 . 6 a n d 6 . 7 , t h e r e e x i s t s t h e p r o b l e m o f t h e

b e g i n n i n g o f l a t e - t i m e c h a n g i n g . H o w e v e r , t h i s i s a m u c h l e s s

s e r i o u s p r o b l e m h e r e , s i n c e T e i s t h e o n l y p a r a m e t e r t h a t i s v a r i e d i n
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s e a r c h i n g f o r t h e s o l u t i o n t o ( 6 . 8 . 1 7 ) .

6 . 9 C o m p a r i s o n o f t h e M e t h o d s

S i x m e t h o d s f o r e x t r a c t i n g t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f a r a d a r

t a r g e t f r o m a m e a s u r e d r e s p o n s e h a v e b e e n p r e s e n t e d i n t h i s c h a p t e r ,

o f w h i c h o n l y o n e , P r o n y ' s m e t h o d , i s n o t o r i g i n a l . T h e s e n s i t i v i t y

o f P r o n y ' s m e t h o d t o r a n d o m n o i s e h a s b e e n n o t e d a s t h e m o t i v a t i o n

b e h i n d i n t r o d u c i n g t h e n e w m e t h o d s . I n t h i s s e c t i o n , a c o m p a r i s o n

w i l l b e m a d e b e t w e e n t h e v a r i o u s m e t h o d s , a n d j u s t i f i c a t i o n f o r u s i n g

t h e n e w t e c h n i q u e s w i l l b e s o u g h t .

I t h a s b e e n s h o w n t h a t e a c h o f t h e n e w e x t r a c t i o n r o u t i n e s i s

s u c c e s s f u l i n t h e s i m p l e c a s e o f a o n e m o d e r e s p o n s e , w h i l e P r o n y ' s

m e t h o d i s a l s o k n o w n t o w o r k w e l l u n d e r i d e a l c i r c u m s t a n c e s . I n

a d d i t i o n , t h e n e w m e t h o d s h a v e b e e n e x t e n d e d t o m u l t i m o d e r e s p o n s e s

w i t h o u t d i f f i c u l t y . H o w e v e r , t h e r e a r e t h r e e i m p o r t a n t p r a c t i c a l

c i r c u m s t a n c e s u n d e r w h i c h t h e n a t u r a l f r e q u e n c y e x t r a c t i o n s c h e m e s

m u s t b e a b l e t o p e r f o r m . T h e f i r s t i s p e r f o r m a n c e i n t h e p r e s e n c e o f

r a n d o m n o i s e , w h i c h w i l l u n d o u b t e d l y b e i n t r o d u c e d a t m a n y p o i n t s i n

t h e m e a s u r i n g p r o c e s s . T h e s e c o n d i s t h e a b i l i t y t o d i s c r i m i n a t e

b e t w e e n n e a r l y d e g e n e r a t e m o d e s - - t h a t i s , b e t w e e n m o d e s w i t h n a t u r a l

f r e q u e n c i e s w h i c h a r e q u i t e c l o s e l y s p a c e d c o m p a r e d t o t h e s e p a r a t i o n

b e t w e e n o t h e r f r e q u e n c i e s . T h e l a s t i s t h e a b i l i t y t o w o r k w e l l w h e n

t h e n u m b e r o f m o d e s p r e s e n t i n t h e m e a s u r e d r e s p o n s e i s u n d e r -

e s t i m a t e d .

T h e l a s t r e q u i r e m e n t l e a d s t o a p a r t i c u l a r l y u s e f u l t e c h n i q u e .

S i n c e t h e n u m b e r o f m o d e s p r e s e n t i n t h e m e a s u r e d r e s p o n s e w i l l n o t b e
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k n o w n a p r i o r i , o n e w o u l d l i k e t o b e g i n b y a s s u m i n g a s m a l l n u m b e r

( u s u a l l y o n e ) a n d s l o w l y i n c r e a s i n g i t . F o r t h e m e t h o d s w h i c h n e e d

i n i t i a l g u e s s e s , t h e r e s u l t s f r o m t h e s o l u t i o n w i t h a s m a l l n u m b e r o f

m o d e s a s s u m e d c a n b e u s e d a s g u e s s e s w h e n a l a r g e r n u m b e r i s a s s u m e d .

T h i s i s o n l y p o s s i b l e , o f c o u r s e , i f t h e r o u t i n e w o r k s w e l l w h e n t h e

n u m b e r o f m o d e s i n t h e m e a s u r e d r e s p o n s e i s u n d e r e s t i m a t e d . T h e

i m p o r t a n c e o f e a c h a d d i t i o n a l m o d e i s d e t e r m i n e d e i t h e r b y t h e a m o u n t

t h a t i t r e d u c e s t h e r e s i d u a l ( t h e v a l u e o f t h e m i n i m i z e d q u a n t i t y ) f o r

t h e m e t h o d s w h i c h u s e m i n i m i z a t i o n , o r b y t h e a m o u n t o f e n e r g y t h e

m o d e c o n t a i n s . ( A m p l i t u d e a l o n e i s a p o o r d e s c r i p t i o n o f t h e r e l e -

v a n c e o f a m o d e ; t h e d a m p i n g f a c t o r m a y r e d u c e t h e a m p l i t u d e r a p i d l y . )

T h i s t e c h n i q u e o f u n d e r e s t i m a t i n g t h e n u m b e r o f n a t u r a l m o d e s

h a s p r o v e n q u i t e u s e f u l w h e n t h e c o n t i n u a t i o n a n d m o m e n t m e t h o d

s c h e m e s a r e e m p l o y e d . I n t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d , a s s u m i n g a s i n g l e

m o d e r a r e l y f a i l s t o e x t r a c t t h e d o m i n a n t m o d e i n t h e r e s p o n s e ( a s

l o n g a s t h e i n i t i a l g u e s s i s r e a s o n a b l y c l o s e . ) I n t h e m o m e n t m e t h o d

t e c h n i q u e , t h e E - p u l s e d u r a t i o n o b t a i n e d r e m a i n s a g o o d a p p r o x i m a t i o n

w h e n t h e n u m b e r o f m o d e s a s s u m e d t o b e i n t h e r e s p o n s e i s i n c r e a s e d ,

s i n c e a r o o t t o ( 4 . 6 . 1 5 ) r e m a i n s a r o o t e v e n i n t h e p r e s e n c e o f m o r e

m o d e s .

T o t e s t t h e v a r i o u s r e q u i r e m e n t s , c o n s i d e r t h e t h r e e m o d e

r e s p o n s e ( w i t h D C ) g i v e n b y
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r ( t ) - 0 . 1 + 1 6 ‘ 0 ' 2 6 0 1 t c o s ( 2 . 9 0 6 c + 1 ) + 0 . 5 e " 0 ' 3 8 0 8 t c o s ( 6 . 0 0 7 t + 2 )

+ 0 . 3 6 ‘ 0 ' 4 6 8 4 ‘ c o s ( 9 . 0 6 o t + 3 ) ( 6 . 9 . 1 )

H e r e , t h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s u s e d t o c o n s t r u c t r ( t ) a r e t h e f i r s t

t h r e e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t h i n w i r e t a r g e t ( w i t h f a c t o r s o f

1 0 9 s u p p r e s s e d , s e e s e c t i o n 5 . 2 ) a n d t h e a m p l i t u d e s h a v e b e e n c h o s e n

t o a c c e n t u a t e t h e l o w e r f r e q u e n c y m o d e s . T h i s r e s p o n s e i s t h e n

s a m p l e d a t 5 0 0 e q u a l l y s p a c e d p o i n t s b e t w e e n t = 0 a n d t = 1 0 .

T h e s e n s i t i v i t y o f e a c h o f t h e r o u t i n e s t o t h e p r e s e n c e o f

r a n d o m n o i s e c a n b e t e s t e d b y p e r t u r b i n g e a c h p o i n t i n t h e r e s p o n s e b y

a r a n d o m n u m b e r , t h e v a l u e o f w h i c h i s b o u n d e d b y a c e r t a i n p e r c e n t a g e

o f t h e m a x i m u m ( a b s o l u t e v a l u e ) o f t h e r e s p o n s e . T a b l e 6 . 9 . 1 s h o w s

t h e r e s u l t s o f u s i n g e a c h m e t h o d w i t h v a r i o u s l e v e l s o f n o i s e . I n t h e

c o n t i n u a t i o n m e t h o d a n d t h e l / n i t e r a t i o n m e t h o d o n l y 1 0 0 o f t h e 5 0 0

p o i n t s h a v e b e e n u s e d . U s i n g m o r e p o i n t s w o u l d h a v e g i v e n a n i n c r e a s e

i n a c c u r a c y , b u t w o u l d h a v e r e q u i r e d m o r e c o m p u t e r t i m e . A t o t a l o f

f i f t e e n i t e r a t i o n s w e r e a l l o w e d i n t h e l / n i t e r a t i o n m e t h o d . I n t h e

l a t e - t i m e m i n i m i z a t i o n m e t h o d , t h e n o r m h a s b e e n c a l c u l a t e d a t a t o t a l

o f 2 5 p o i n t s . F o r t h e m o m e n t m e t h o d , r e s u l t s a r e s h o w n f o r b o t h

i m p u l s e a n d p u l s e f u n c t i o n e x p a n s i o n . F o r t h e s i n g l e c a s e o f P r o n y ' s

m e t h o d , t h e D C l e v e l i n ( 6 . 9 . 1 ) h a s b e e n o m i t t e d , s i n c e t h e v e r s i o n o f

P r o n y ' s m e t h o d u s e d i s u n a b l e t o a c c o m m o d a t e a D C l e v e l ( a l t h o u g h

m o d i f i c a t i o n f o r s u c h i s p o s s i b l e . ) L a s t l y , r e s u l t s f o r t h e E - p u l s e

m e t h o d h a v e n o t b e e n i n c l u d e d d u e t o t h e s i m i l a r i t y b e t w e e n t h e
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E - p u l s e a n d l a t e - t i m e m i n i m i z a t i o n t e c h n i q u e s .

T a b l e 6 . 9 . 1 r e v e a l s t h a t e a c h o f t h e n e w t e c h n i q u e s w o r k s

r e a s o n a b l y w e l l i n t h e p r e s e n c e o f r a n d o m n o i s e , w i t h t h e c o n t i n u a t i o n

m e t h o d a n d l / n i t e r a t i o n w o r k i n g t h e b e s t . I t i s s e e n t h a t t h e

r e s u l t s f o r t h e s e t w o m e t h o d s a r e n e a r l y i d e n t i c a l . T h i s i s n o t

s u r p r i s i n g , s i n c e e a c h t e c h n i q u e m i n i m i z e s t h e s a m e q u a n t i t y . I t i s

r e a s s u r i n g , t h o u g h , t o s e e t h a t t h e t w o q u i t e d i f f e r e n t a p p r o a c h e s

g i v e t h e s a m e r e s u l t s . T h e s l i g h t d i s c r e p a n c y i s d u e t o a n i n s u f -

f i c i e n t n u m b e r o f i t e r a t i o n s i n t h e l / n i t e r a t i o n m e t h o d . F o r 1 0 %

r a n d o m n o i s e , t h e m a x i m u m e r r o r i s 1 . 8 % o n w 3 a n d 6 % o n 0 2 w h e n u s i n g

t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d .

M o s t i m p o r t a n t l y , T a b l e 6 . 9 . 1 s h o w s t h a t w i t h t h e p o s s i b l e

e x c e p t i o n o f t h e f i r s t m o d e , P r o n y ' s m e t h o d f a i l s m i s e r a b l y i n t h e

p r e s e n c e o f r a n d o m n o i s e . R e s u l t s c o u l d b e i m p r o v e d s o m e w h a t b y

a v e r a g i n g o r u s i n g l e a s t s q u a r e s , a s d i s c u s s e d i n s e c t i o n 6 . 2 , b u t

o n l y m a r g i n a l l y . R e s u l t s c a n a l s o b e i m p r o v e d b y o v e r e s t i m a t i n g t h e

n u m b e r o f m o d e s p r e s e n t i n t h e r e s p o n s e . T h i s i s c o n s i d e r e d l a t e r ,

w h e n P r o n y ' s m e t h o d a n d t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d a r e c o n s i d e r e d i n

g r e a t e r d e t a i l .

T o t e s t t h e i r p e r f o r m a n c e w h e n t h e n u m b e r o f m o d e s i n t h e

r e s p o n s e i s u n d e r e s t i m a t e d , e a c h o f t h e m e t h o d s i s a p p l i e d a s

d e s c r i b e d a b o v e , a s s u m i n g f i r s t o n e m o d e a n d t h e n t w o m o d e s a r e

p r e s e n t . T h e r e s u l t s a r e s h o w n i n T a b l e 6 . 9 . 2 . A g a i n , e a c h o f t h e

n e w m e t h o d s w o r k s q u i t e w e l l , w i t h t h e l a t e - t i m e m i n i m i z a t i o n m e t h o d

w o r k i n g t h e b e s t ( r e m a r k a b l y s o w h e n t w o m o d e s a r e a s s u m e d p r e s e n t . )

P r o n y ' s m e t h o d , o n t h e o t h e r h a n d , c a n n o t p o s s i b l y w o r k w i t h o u t u s i n g

a s u f f i c i e n t n u m b e r o f m o d e s . T h i s m e a n s t h a t i t i s e s s e n t i a l t o
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T a b l e 6 . 9 . 2 . P e r f o r m a n c e o f v a r i o u s n a t u r a l f r e q u e n c y e x t r a c t i o n
m e t h o d s w h e n n u m b e r o f m o d e s i s u n d e r e s t i m a t e d .

O N E M O D E E X P E C T E D

c ’ 1 “ ’ 1

V A L U E - . 2 6 0 1 2 . 9 0 6

P M - . 0 4 6 8 . 4 2 5 1

L / N - . 2 1 7 1 2 . 8 4 8

L T M - . 2 5 8 9 2 . 8 9 7

M M P F - . 2 4 6 0 2 . 9 0 9

M M I F - . 2 6 0 6 2 . 8 9 6

C M - . 2 1 7 1 2 . 8 4 8

T W O M O D E S E X P E C T E D

0 1 L 1 1 1 0 2 L 0 2

V A L U E - . 2 6 0 1 2 . 9 0 6 - . 3 8 0 8 6 . 0 0 7

P M - . 3 6 4 9 1 . 8 8 3 - . 6 5 4 9 . 8 4 6 7

L / N - . 2 4 8 6 2 . 8 8 9 - . 3 5 2 4 5 . 8 8 2

L T M - . 2 6 0 3 2 . 9 0 7 “ . 3 8 0 3 6 . 0 0 9

M M P F - . 2 5 9 8 2 . 9 0 5 - . 3 3 1 2 6 . 0 0 7

M M I F - . 2 9 7 7 2 . 9 1 4 - . 3 7 8 1 6 . 0 5 6

C M - . 2 4 8 6 2 . 8 8 9 - . 3 5 2 3 5 . 8 8 2

S e e k e y i n T a b l e 6 . 9 . 1 f o r e x p l a n a t i o n o f t e r m s
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a c c u r a t e l y d e t e r m i n e t h e n u m b e r o f m o d e s i n t h e r e s p o n s e w h e n u s i n g

P r o n y ' s m e t h o d , o r t o a l w a y s r a d i c a l l y o v e r e s t i m a t e .

T o s e e i f t h e m e t h o d s c a n d i s c r i m i n a t e b e t w e e n n e a r l y d e g e n e r a t e

m o d e s , w = 6 . 0 0 7 i s c h a n g e d t o w = 3 . 1 i n t h e s e c o n d t e r m o f ( 6 . 9 . 1 ) s o

t h a t t h e f i r s t a n d s e c o n d f r e q u e n c i e s a r e q u i t e c l o s e . E a c h m e t h o d i s

t h e n u s e d t o e x t r a c t t h e c o m p l e x f r e q u e n c i e s a n d , a s e x p e c t e d , e a c h

s u c c e e d s . I t i s d i f f i c u l t t o a s s e s s t h e r e l a t i v e a b i l i t y o f e a c h

m e t h o d t o s e p a r a t e t h e m o d e s , b u t P r o n y ' s m e t h o d , t h e m o m e n t m e t h o d a n d

t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d s e e m t o w o r k t h e b e s t . P r o n y ' s m e t h o d n e e d s

n o i n i t i a l g u e s s e s a n d a n e x a c t a n s w e r i s e a s i l y o b t a i n e d w h e n t h e r e

i s n o n o i s e . T h e m o m e n t m e t h o d a l s o w o r k s q u i t e w e l l s i n c e t h e r e i s

o n l y t h e E - p u l s e d u r a t i o n t o b e d e t e r m i n e d . T h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d

w o r k s t h e b e s t o f t h e m e t h o d s w h i c h n e e d i n i t i a l g u e s s e s i n t h a t i t

c o n v e r g e s f o r e v e n b a d g u e s s e s . F o r e x a m p l e , t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d

c o n v e r g e s r a p i d l y f o r g u e s s e s o f o l = — 0 . 1 , 0 2 = - 0 . l , o 3 = - 0 . 1 a n d w 1 = 2 . 5 ,

w 2 = 2 . 6 , w 3 = 8 . 6 .

I t i s s e e n f r o m t h e a b o v e t e s t s t h a t P r o n y ' s m e t h o d i s t h e l e a s t

p r a c t i c a l o f a l l t h e t e c h n i q u e s c o n s i d e r e d , e v e n t h o u g h i t i s t h e

q u i c k e s t a n d e a s i e s t t o u s e . O f t h e r e m a i n i n g m e t h o d s , t h e m o m e n t

m e t h o d t e c h n i q u e i s t h e m o s t e f f i c i e n t s i n c e i t i s a l s o q u i c k a n d o n l y

n e e d s a g u e s s f o r t h e d u r a t i o n . H o w e v e r , i t d o e s h a v e d r a w b a c k s . O n

m a n y o c c a s i o n s e x t r a n e o u s r o o t s w i l l b e f o u n d c o r r e s p o n d i n g t o n o n -

e x i s t e n t m o d e s . T h e t r u s t w o r t h i n e s s o f a r o o t m u s t b e e s t i m a t e d b y

c h a n g i n g t h e l a t e - t i m e r e g i o n o v e r w h i c h t h e w e i g h t i n g f u n c t i o n s a r e

u s e d . A t r u e r o o t s h o u l d n ' t v a r y b y m u c h w h e n t h i s i s d o n e . I n t h e

p r e s e n c e o f n o i s e t h e r e m a y b e n o r o o t a t a l l , b u t s o m e t i m e s i t c a n
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b e t e a s e d o u t b y u s i n g t h e s a m e t r i c k .

T h e m o s t r e l i a b l e m e t h o d u n d e r t h e w i d e s t v a r i e t y o f c i r c u m -

s t a n c e s i s t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d . A s o n e l a s t , m o r e r e a l i s t i c

s i m u l a t i o n , F i g u r e 6 . 9 . 1 s h o w s a 3 0 0 t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e

c o n s t r u c t e d u s i n g t h e f i r s t e i g h t n a t u r a l f r e q u e n c i e s . T h i s r e p r e s e n t s

w h a t m i g h t b e a t y p i c a l m e a s u r e d r e s p o n s e . F i g u r e 6 . 9 . 2 s h o w s t h e

s a m e r e s p o n s e w i t h 1 0 % ( o f t h e m a x i m u m r e s p o n s e v a l u e ) r a n d o m n o i s e

a d d e d . A n a t t e m p t i s m a d e t o e x t r a c t t h e e i g h t n a t u r a l f r e q u e n c i e s

f r o m t h e n o i s y r e s p o n s e u s i n g b o t h t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d a n d P r o n y ' s

m e t h o d .

F i g u r e 6 . 9 . 3 s h o w s t h e r e s u l t o f u s i n g s t r a i g h t f o r w a r d P r o n y ' s

m e t h o d . A s c a n b e s e e n , e x c e p t f o r t h e f i r s t a n d f o u r t h m o d e s t h e

r e s u l t s a r e q u i t e d i s a p p o i n t i n g . I m p r o v e m e n t c a n b e g a i n e d b y

a s s u m i n g t h a t s i x t e e n m o d e s r a t h e r t h a n e i g h t a r e p r e s e n t i n t h e

r e s p o n s e . T h e r e s u l t s f o r t h i s c a s e a r e a l s o s h o w n i n F i g u r e 6 . 9 . 3 .

T h e a c c u r a c y h a s i n d e e d i m p r o v e d f o r m a n y f r e q u e n c i e s , a s i s e x p e c t e d

s i n c e m o r e o f t h e s a m p l e d p o i n t s h a v e b e e n i n c l u d e d i n t h e a n a l y s i s .

H o w e v e r , a n a d d i t i o n a l p r o b l e m a r i s e s . I t i s v e r y d i f f i c u l t t o

d e t e r m i n e w h i c h o f t h e s i x t e e n f r e q u e n c i e s a r e a c t u a l l y p r e s e n t i n t h e

r e s p o n s e . A l t h o u g h s o m e o f t h e c o r r e s p o n d i n g a m p l i t u d e s a r e q u i t e

l o w , o t h e r s b e l o n g i n g t o n o n e x i s t e n t m o d e s a r e o f s u b s t a n t i a l m a g n i t u d e .

W i t h o u t t h e a p r i o r i k n o w l e d g e o f t h e t r u e f r e q u e n c y v a l u e s , i t w o u l d

b e q u i t e d i f f i c u l t t o c a t e g o r i z e t h e r e s u l t s .

I n c o n t r a s t , F i g u r e 6 . 9 . 4 s h o w s t h e f r e q u e n c i e s e x t r a c t e d u s i n g

t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d w i t h e i g h t m o d e s a s s u m e d p r e s e n t . T h e a c c u r a c y

i s q u i t e r e m a r k a b l e . E v e n t h o u g h i t w o u l d n o t h a v e b e e n k n o w n t o
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F i g u r e 6 . 9 . 1 . I m p u l s e r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r o r i e n t e d a t 8 = 3 0 ° ,
c o n s t r u c t e d u s i n g f i r s t e i g h t n a t u r a l m o d e s .
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N o r m a l i z e d t i m e t / ( L / c )

F i g u r e 6 . 9 . 2 . E i g h t m o d e 3 0 0 t h i n c y l i n d e r i m p u l s e r e s p o n s e w i t h 1 0 %
r a n d o m n o i s e a d d e d .
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N a t u r a l f r e q u e n c i e s e x t r a c t e d f r o m n o i s y i m p u l s e

r e s p o n s e u s i n g P r o n y ' s m e t h o d w i t h e i g h t m o d e s

a s s u m e d ( A ) a n d s i x t e e n m o d e s a s s u m e d ( + ) . C i r c l e s

r e p r e s e n t f r e q u e n c i e s u s e d t o c o n s t r u c t n o i s e f r e e

i m p u l s e r e s p o n s e .
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N a t u r a l f r e q u e n c i e s e x t r a c t e d f r o m n o i s y i m p u l s e

r e s p o n s e u s i n g c o n t i n u a t i o n m e t h o d w i t h e i g h t m o d e s

a s s u m e d ( X ) . C i r c l e s r e p r e s e n t f r e q u e n c i e s u s e d t o

c o n s t r u c t n o i s e f r e e i m p u l s e r e s p o n s e .
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e x p e c t e i g h t m o d e s , t h e r e s i d u a l g e n e r a t e d u s i n g n i n e o r m o r e w o u l d

n o t h a v e b e e n s i g n i f i c a n t l y s m a l l e r t h a n w h e n u s i n g e i g h t . T h e

" u n d e r e s t i m a t i n g " t e c h n i q u e w o u l d h a v e s a i d t o s t o p a t e i g h t .
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7 . 1 I n t r o d u c t i o n

T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f a p e r f e c t l y c o n d u c t i n g b o d y c a n b e

o b t a i n e d t h e o r e t i c a l l y t h r o u g h t h e s o l u t i o n t o t h e e l e c t r i c f i e l d

i n t e g r a l e q u a t i o n g i v e n b y ( 2 . 3 . 3 ) . A s t h i s e q u a t i o n c o n t a i n s o n l y

v a r i a b l e s o f p o s i t i o n , i t i s e a s y t o s e e t h a t t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s

d e p e n d o n l y o n t h e g e o m e t r y o f t h e s c a t t e r e r , a n d n o t u p o n e x c i t a t i o n .

H o w e v e r , s i n c e t h e n a t u r a l m o d e e x p a n s i o n o f c u r r e n t g i v e n i n ( 2 . 2 . 4 )

m a y n o t b e c o m p l e t e , i t b e c o m e s p r u d e n t t o v e r i f y t h e e x p a n s i o n

e x p e r i m e n t a l l y . T h i s c a n b e a c c o m p l i s h e d b y c o m p a r i n g t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s e x t r a c t e d f r o m t h e m e a s u r e d r e s p o n s e o f a t a r g e t w i t h

t h o s e d e t e r m i n e d t h r o u g h a t h e o r e t i c a l a n a l y s i s , a n d b y d e m o n s t r a t i n g

t h e i r a s p e c t i n d e p e n d e n c e .

A n a p p r o p r i a t e t a r g e t f o r e x p e r i m e n t a l i n v e s t i g a t i o n m u s t b e

s i m p l e t o a n a l y z e t h e o r e t i c a l l y , a n d y e t p o s s e s s e n o u g h c o m p l e x i t y t o

a l l o w a n e f f i c i e n t m e t h o d f o r v a r y i n g i t s a s p e c t d e p e n d e n t i n t e r a c t i o n

w i t h r e s p e c t t o t h e t r a n s m i t t i n g a n d r e c e i v i n g a n t e n n a s . T h u s t h e

s p h e r e , w h i l e a l l o w i n g a s i m p l e t h e o r e t i c a l a n a l y s i s , i s u s e l e s s f o r

a s p e c t d e p e n d e n c e c h e c k s . T h e t h i n c y l i n d e r t a r g e t p r o v i d e s a g o o d

c h e c k o n t h e v a l u e s o f a n a l y t i c a l l y d e t e r m i n e d n a t u r a l f r e q u e n c i e s ,

b u t s i n c e t h e p r e s e n t e x p e r i m e n t i n v o l v e s t r a n s m i s s i o n o v e r a

3 1 0



3 1 1

c o n d u c t i n g g r o u n d s c r e e n ( s e e c h a p t e r 8 ) , o n l y n o r m a l i n c i d e n c e i s

a l l o w e d , a n d a s p e c t d e p e n d e n c e c h e c k s a r e a g a i n u n a v a i l a b l e .

I t i s w e l l k n o w n t h a t a t h i n w i r e l o o p a n t e n n a i s h i g h l y

d i r e c t i v e . T h i s s u g g e s t s t h a t a w i r e l o o p w o u l d b e a g o o d c h o i c e f o r

a n a s p e c t s e n s i t i v e t a r g e t . I f t h e l o o p i s p l a n a r , e x p e r i m e n t a l

v e r i f i c a t i o n o f n a t u r a l f r e q u e n c y a s p e c t i n d e p e n d e n c e w o u l d b e q u i t e

s i m p l e . M e a s u r e m e n t s o f s c a t t e r e d f i e l d o r s u r f a c e c u r r e n t s c o u l d b e

m a d e w i t h t h e p l a n e o f t h e l o o p n o r m a l t o t h e g r o u n d s c r e e n , a n d t h e

l o o p c o u l d b e r o t a t e d t o p r o v i d e a c h a n g e o f a s p e c t . N o t e t h a t t h i s

r e q u i r e s d e f i n i n g a l o o p g e o m e t r y t h a t i s s y m m e t r i c , t o i n c l u d e t h e

i m a g i n g e f f e c t o f t h e g r o u n d s c r e e n .

' T h i s c h a p t e r w i l l c o n d u c t a t h e o r e t i c a l a n a l y s i s o f a n

e l l i p t i c a l l y s h a p e d t h i n w i r e l o o p s c a t t e r e r . S u c h a l o o p c o n f o r m s

w i t h t h e a b o v e d e s c r i p t i o n a n d s h o u l d p r o v i d e a g o o d c h e c k o f t h e

v a l u e s a n d a s p e c t i n d e p e n d e n c e o f i t s n a t u r a l f r e q u e n c i e s . T h e s i m p l e

m a t h e m a t i c a l d e s c r i p t i o n o f a n e l l i p t i c a l b o u n d a r y a l l o w s t h e

f o r m u l a t i o n o f a p r e c i s e e l e c t r i c f i e l d i n t e g r a l e q u a t i o n ( w i t h i n t h e

a p p r o x i m a t i o n s a l l o w e d b y a t h i n w i r e a n a l y s i s ) , a v o i d i n g t h e m e s s y

b o u n d a r y c o n d i t i o n s r e q u i r e d b y a s e g m e n t a l r e p r e s e n t a t i o n o f m o r e o d d

s h a p e s ( s u c h a s a r e c t a n g l e . ) T h i s i n t e g r a l e q u a t i o n w i l l b e s o l v e d

n u m e r i c a l l y u s i n g t h e m o m e n t m e t h o d , a n d t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s

d e t e r m i n e d .

I t i s i n t e r e s t i n g t o p o i n t o u t t h e s p e c i a l c a s e s a l l o w e d b y

t h e a n a l y s i s o f t h e e l l i p t i c a l l o o p . W h e n t h e e c c e n t r i c i t y i s z e r o

t h e e l l i p s e b e c o m e s a c i r c l e . A n a l y s i s o f a c i r c u l a r l o o p i s

p a r t i c u l a r l y s i m p l e , a n d i s c a r r i e d o u t a s a p r e l i m i n a r y i n
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s e c t i o n 7 . 3 . W h e n t h e e c c e n t r i c i t y a p p r o a c h e s u n i t y , t h e e l l i p t i c a l

s c a t t e r e r a p p r o a c h e s a p a r a l l e l w i r e t r a n s m i s s i o n l i n e , w i t h e a c h e n d

s h o r t e d . S u c h a t r a n s m i s s i o n l i n e s h o u l d n o t r a d i a t e a n d t h u s

d e t e r m i n a t i o n o f i t s n a t u r a l f r e q u e n c i e s i s t r i v i a l .

7 . 2 T h i n W i r e E l e c t r i c F i e l d I n t e g r a l E q u a t i o n

T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s a n d m o d a l s u r f a c e c u r r e n t d e n s i t i e s f o r

a n a r b i t r a r i l y s h a p e d c o n d u c t i n g b o d y c a n b e f o u n d t h r o u g h e q u a t i o n

( 2 . 3 . 3 ) . S p e c i a l i z i n g t h e t a r g e t t o b e a t h i n c i r c u l a r w i r e a n d

e m p l o y i n g a n u m b e r o f a p p r o x i m a t i o n s r e s u l t s i n m a n y s i m p l i f i c a t i o n s .

I t i s m o r e c o n v e n i e n t a t t h i s p o i n t t o r e t u r n t o t h e n o t a t i o n

u s e d i n e q u a t i o n ( 2 . 2 . 8 ) . W i t h t h i s , e q u a t i o n ( 2 . 3 . 3 ) c a n b e

w r i t t e n a s

 

- ) A ' A — Y R

I [ V ' - K ( ; ' , s ) ( t - V ) - t h - K ( f ' , s ) e d S ' = 0
S 4 W R

( 7 . 2 . 1 )

f o r a l l r s S

N o w a s s u m e t h a t t h e t a r g e t i s a t h i n w i r e w i t h c o n s t a n t c i r c u l a r c r o s s

s e c t i o n o f r a d i u s ' a ' . T h i s a l l o w s a n y p o i n t o n t h e w i r e s u r f a c e t o

b e d e s c r i b e d b y ( u , w ) , w h e r e u i s t h e d i s t a n c e a l o n g t h e a x i s f r o m

s o m e c o n v e n i e n t o r i g i n o f a x i a l c o o r d i n a t e s , a n d 0 d e s c r i b e s t h e

a n g u l a r p o s i t i o n o n t h e p e r i p h e r y o f t h e w i r e c r o s s s e c t i o n .

' F u r t h e r a s s u m p t i o n s f o l l o w a l o n g t h e l i n e s o f t h e c l a s s i c " t h i n

w i r e a p p r o x i m a t i o n " o f a n t e n n a t h e o r y . I t i s a s s u m e d t h a t t h e s u r f a c e

+ + -c u r r e n t K ( r ) h a s o n l y a n a x i a l c o m p o n e n t a n d t h a t i t c a n b e w r i t t e n a s
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t h e p r o d u c t o f a n a x i a l c u r r e n t I ( u ) a n d a c o n s t a n t f u n c t i o n f = 1 / 2 n a .

T h i s c o r r e s p o n d s t o z e r o t r a n s v e r s e v a r i a t i o n o f K ( f ) , a n d a l l o w s t h e

s u r f a c e i n t e g r a l t o b e w r i t t e n a s t h e p r o d u c t o f t w o l i n e i n t e g r a l s ,

o n e a l o n g t h e a x i s a n d t h e o t h e r a r o u n d t h e p e r i p h e r y . F u r t h e r m o r e ,

R , w h i c h r e p r e s e n t s t h e d i s t a n c e b e t w e e n a f i e l d p o i n t a n d a s o u r c e

p o i n t o n t h e s u r f a c e o f t h e w i r e , i s a p p r o x i m a t e d a s t h e d i s t a n c e R

b e t w e e n t h e a x i a l l o c a t i o n o f t h e f i e l d p o i n t a n d t h e s o u r c e p o i n t o n

t h e s u r f a c e . L a s t l y , t h e l i n e i n t e g r a l a r o u n d t h e p e r i p h e r y i s

r e p l a c e d b y t h e a v e r a g e v a l u e o f t h e i n t e g r a n d m u l t i p l i e d b y t h e t o t a l

a n g l e o f t r a v e r s a l , 2 W .

W i t h t h e s e a p p r o x i m a t i o n s , e q u a t i o n ( 7 . 2 . 1 ) r e d u c e s t o

J [ 2 2 S 2 2 2 § 2 . % ; . _ Y 2 ( 0 ° u ' ) l ( u ' , s ) g ( u | u ' ; s ) d u ' = 0

T
B u '

( 7 . 2 . 2 )

f o r a l l m ?

w h e r e

g ( u l u ' ° s ) = E L w r - ( 7 . 2 . 3 )
’ 4 0 R

a n d

- ' 1
R ( u l u ' ) = ( d 2 + a 2 ) ( 7 . 2 . 4 )

H e r e d i s t h e d i s t a n c e b e t w e e n a x i a l p o i n t s u a n d u ' o n t h e o u t e r

p e r i p h e r y o f t h e w i r e , u i s a u n i t v e c t o r i n t h e a x i a l d i r e c t i o n a t
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p o s i t i o n u , a n d T r e p r e s e n t s t h e a x i a l p a t h o f i n t e g r a t i o n . T h i s i s

t h e t h i n w i r e e l e c t r i c f i e l d i n t e g r a l e q u a t i o n w h i c h w i l l b e

e m p l o y e d i n t h e f o l l o w i n g s e c t i o n s .

7 . 3 C i r c u l a r L o o p S c a t t e r e r

A t h i n w i r e s h a p e d i n t o a c i r c l e f o r m s t h e b a s i s f o r t h e c l a s s i c

l o o p a n t e n n a , a n d h a s b e e n a n a l y z e d i n d e p t h [ 6 8 ] , [ 6 9 ] . A n a n t e n n a

a n a l y s i s u s i n g t h e s i n g u l a r i t y e x p a n s i o n m e t h o d h a s a l s o b e e n

e x a m i n e d [ 1 6 ] . A s t h i s s h a p e f o r m s a s p e c i a l c a s e f o r t h e e l l i p t i c a l l y

s h a p e d l o o p , t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s w i l l b e c a l c u l a t e d h e r e u s i n g a

s i m i l a r a n a l y s i s .

T h e i n t e g r a l e q u a t i o n d e s c r i b i n g t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e

c i r c u l a r l o o p b a s e d o n t h e t h i n w i r e a p p r o x i m a t i o n c a n b e o b t a i n e d

b y u s i n g e q u a t i o n ( 7 . 2 . 2 ) . E m p l o y i n g t h e g e o m e t r y o f t h e l o o p s h o w n

i n F i g u r e 7 . 3 . 1 , t h e a x i a l p o s i t i o n i s g i v e n b y

u : b ¢ ( 7 . 3 . 1 )

w h i l e t h e d o t p r o d u c t o f t h e u n i t v e c t o r s i n t h e p r i m e d a n d u n p r i m e d

c o o r d i n a t e s y s t e m s i s

a . a v = c o s ( ¢ - ¢ ' ) ( 7 . 3 . 2 )

a n d t h e d i s t a n c e b e t w e e n a p o i n t o n t h e a x i s o f t h e w i r e a n d a p o i n t

o n t h e o u t e r s u r f a c e i s g i v e n u s i n g ( 7 . 2 . 4 ) a s



3 1 5

 

F i g u r e 7 . 3 . 1 . G e o m e t r y o f t h i n w i r e c i r c u l a r l o o p s c a t t e r e r .
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A
F

 fi < ¢ | ¢ ' ) = 8 ( 9 - 9 ' ) = 4 b 2 s i n 2 ( ¢ ; ¢ ' ) + 6 2 ( 7 . 3 . 3 )

I n t h e s e e q u a t i o n s 0 i s t h e u s u a l a n g u l a r v a r i a b l e i n p o l a r

c o o r d i n a t e s , b i s t h e o u t e r r a d i u s o f t h e l o o p , a n d ' a ' i s t h e w i r e

r a d i u s . W i t h t h e s e , e q u a t i o n ( 7 . 2 . 2 ) c a n b e w r i t t e n a s

3 ¢ , 3 ¢ g < ¢ l ¢ : s ) d ¢ = 0

T I

1 [ A l i i _ 1 § l . § _ . - ( , b ) 2 c o s ( ¢ - ¢ ' ) I ( ¢ ' . s )

' 0

( 7 . 3 . 4 )

f o r a l l - n : 9 f y

w h e r e

e - ) R ( ¢ - ¢ ' )
8 ( ¢ l ¢ ' ; s ) = 8 ( ¢ ‘ ¢ ' ) = z ; § ? $ : 3 7 ; — ( 7 . 3 . 5 )

A s o l u t i o n t o ( 7 . 3 . 4 ) c o u l d b e a c h i e v e d d i r e c t l y b y u s i n g a n u m e r i c a l

t e c h n i q u e s u c h a s t h e m e t h o d o f m o m e n t s . H o w e v e r , t h e s p e c i a l s y m m e t r y

o f t h e p r o b l e m a l l o w s a m o r e i n s i g h t f u l s o l u t i o n .

E q u a t i o n ( 7 . 3 . 4 ) c a n b e s i m p l i f i e d s o m e w h a t b y i n t e g r a t i n g t h e

f i r s t t e r m b y p a r t s

T i

I 3 1 0 1 2 2 1 3 ) 3 _ § ( ¢ - ¢ ' J ' S l ( 1 0 ' = I ( O ' , S ) 2 . 8 M ) .
'

; s

 

_ , ¢ ' = - v
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T I

3 2 " _ 1 .

- I I ( ¢ ' . s ) 8 ; : 8 3 . ’ S > d ¢ '
1 1 ’

I T

2 " _ v .

= I I ( ¢ ' , s ) a g ( ¢ 2 i s ; 6 0 ' ( 7 . 3 . 6 )
3 9

“ T I

 

T h e i n t e g r a l e q u a t i o n t h e n r e d u c e s t o

n

I K ( ¢ - ¢ ' ; s ) I ( ¢ ' , s ) d ¢ ' = 0 f o r a l l — w : 0 : n ( 7 . 3 . 7 )
- n

w h e r e

v 3 2 2 -
K ( ¢ - ¢ ; S ) = [ 8 . 6 — 2 _ ( Y b ) c o s ( ¢ - 9 ' ) 8 ( 9 - 9 ' ; s ) ( 7 . 3 . 8 )

B e c a u s e o f i t s d e p e n d e n c e o n l y o n t h e d i f f e r e n c e b e t w e e n t h e a n g l e s o

a n d 0 ' , t h e k e r n e l o f t h e i n t e g r a l e q u a t i o n c a n b e e x p a n d e d i n a

F o u r i e r s e r i e s a s

K ( ¢ - ¢ ' ; s ) = Z a n ( s ) e ‘ j “ ( ¢ ‘ ¢ ' ) ( 7 . 3 . 9 )
n : - m

w h e r e

‘ 2
a n ( s ) = a _ n ( s ) = - 1 % 9 ( K n + l ( s ) + K n _ 1 ( s ) ) - % § — K n ( s ) ( 7 . 3 . 1 0 )
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a n d

 

" w e e - 8 ( a )
I d 0 ( 7 . 3 . 1 1 )

b

K n ( s ) — Z n _ , , 8 ( a )

T h e c u r r e n t c a n a l s o b e e x p a n d e d i n a F o u r i e r s e r i e s

o n

I ( ¢ , s ) = Z 1 m ( s ) e ’ j m ¢ ( 7 . 3 . 1 2 )
m = — o o

w h e r e t h e m o d a l c u r r e n t c o e f f i c i e n t s I m ( s ) d e p e n d u p o n t h e p a r t i c u l a r

f o r m o f e x c i t a t i o n . S u b s t i t u t i n g t h e e x p a n s i o n s ( 7 . 3 . 9 ) a n d ( 7 . 3 . 1 2 )

i n t o t h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 3 . 7 ) r e s u l t s i n

:
1
\
=
i

Z Z a n ( s ) I m ( s ) e - j n ¢ e j ( n - m ) ¢ d o ' = 0
m n

( 7 . 3 . 1 3 )

f o r a l l - fl : 9 : fi

0 r

. T T . 1
Z Z a n ( s ) I m ( s ) e - J n ¢ I 6 3 ( n m ) ¢ d 0 ' = 0

m n ‘ 7 1

( 7 . 3 . 1 4 )

f o r a l l - n : p : n

T h e i n t e g r a l m e r e l y r e s u l t s i n t h e K r o n e c k e r d e l t a a n d t h u s ( 7 . 3 . 1 4 )

r e d u c e s t o



3 1 9

Z a n ( s ) I n ( s ) e - j n ¢ = O f o r a l l - n : 0 : fi ( 7 . 3 . 1 5 )
n

E m p l o y i n g t h e o r t h o g o n a l i t y o f t h e e x p o n e n t i a l s g i v e s t h e r e q u i r e d

c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n f o r t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e c i r c u l a r

l o o p

a n ( s ) = 0 ( 7 . 3 . 1 6 )

R o o t s t o t h e a b o v e e q u a t i o n o c c u r a t s = s , w h e r e t h e i r e f e r s t o t h e
n i

i ' t h r o o t a t a g i v e n v a l u e o f n .

T h e i n t e g r a l r e p r e s e n t a t i o n f o r t h e m o d a l k e r n e l s K n ( s ) c a n b e

s i m p l i f i e d b y i d e n t i f y i n g e v e n a n d o d d c o m p o n e n t s . F i r s t w r i t e

e - ( Y b fi e j n e = e - ( O b ) r / C ( c o s ( n 6 - w b r / c ) + j s i n ( n 8 - w a / c ) )

( 7 . 3 . 1 7 )

w h e r e f i s t h e n o r m a l i z e d d i s t a n c e

f ( e ) = 3 1 9 ) — ( 7 . 3 . 1 8 )
b

H e r e a l s o , s = o + j w , a n d c i s t h e s p e e d o f l i g h t . N e x t , l e t

K n ( s ) = % ; ( K n r ( s ) + a n i ( s ) ] ( 7 . 3 . 1 9 )
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T h e n

- o b f / c ~ n - b ~ / ~
c o s n 0 c o s ( m b r / C ) J e O r C s i n n e s i n ( m b r / c )K n r ( s ) = ~ — u 8 + ~ d 8
r r

- 7 !
. 1 1

n ~

- o b r / c ~
= 2 J e c o s n e c o s ( m b r / c ) d 8 ( 7 . 3 . 2 0 )

r
o

a n d

- o b r / c ~ w - o b ~ / ~
_ e s i n n e c o s ( m b r / c ) 4 1 e r C c o s n e s i n ( m b r / c ) ,

K n i ( S ) - ~ U 6 - ~ 1 1 0

r r
- n - n

n ~

- o b r / c ~
g _ 2 I e c o s n e s i n ( w b r / c ) d 8 ( 7 . 3 . 2 1 )

r
0

' N o t e t h a t t h e i n t e g r a n d o f K n r ( s ) h a s a l a r g e p e a k a t 6 = 0 w h i l e t h e

i n t e g r a n d o f K n i ( s ) d o e s n o t . T h i s s u g g e s t s t h a t s p e c i a l a t t e n t i o n

i s r e q u i r e d i n p e r f o r m i n g t h e n u m e r i c a l i n t e g r a t i o n i n ( 7 . 3 . 2 0 ) .

E x p e r i e n c e h a s s h o w n t h a t t h e i n t e g r a l c o n v e r g e s q u i t e q u i c k l y i f t h e

d o m a i n i s s p l i t i n t o t w o p o r t i o n s : ( 0 , 5 ) a n d ( A , n ) , w h e r e A i s g i v e n

b y t h e p o i n t w h e r e 1 / f b e c o m e s o n e t e n t h i t s m a x i m u m v a l u e . T h i s

o c c u r s a t a p p r o x i m a t e l y

D
I

I !

H 0 ( 7 . 3 . 2 2 )

6 1
1 »

F i n a l l y , i t i s c o n v e n i e n t t o w r i t e t h e c h a r a c t e r i s t i c e q u a t i o n f o r
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t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s i n t h e n o r m a l i z e d f o r m

( x b ) 2 ( K n + 1 ( s ) + K n _ 1 ( s ) ] + Z n Z K n ( s ) = 0 ( 7 . 3 . 2 3 )

7 . 4 E l l i p t i c a l L o o p S c a t t e r e r I n t e g r a l E q u a t i o n

T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f a t h i n w i r e f o r m e d i n t o a n e l l i p s e

c a n b e d e t e r m i n e d b y t h e t h i n w i r e a n a l y s i s o f s e c t i o n 7 . 2 . A p r o p e r

s p e c i a l i z a t i o n o f t h e t h i n w i r e e l e c t r i c f i e l d i n t e g r a l e q u a t i o n

( 7 . 2 . 2 ) c a n b e o b t a i n e d b a s e d o n t h e g e o m e t r y o f t h i s s c a t t e r e r , a s

g i v e n i n F i g u r e 7 . 4 . 1 .

A s t a n d a r d s y s t e m o f e l l i p t i c a l c o o r d i n a t e s [ 7 d ] i s e s t a b l i s h e d

a c c o r d i n g t o

x = q c o s h E c o s n

( 7 . 4 . 1 )

y = q s i n h g s i n n

w h e r e E a n d n a r e m e a s u r e d i n r a d i a n s . T h u s , a p o i n t o n t h e o u t e r

p e r i p h e r y o f t h e w i r e i s g i v e n b y c o n s t a n t v a l u e s o f q a n d 6 .

D e f i n i n g t h e d i s t a n c e f r o m t h e o r i g i n o f ( x , y ) c o o r d i n a t e s t o t h e

o u t e r e d g e o f t h e l o o p a l o n g t h e x - a x i s a s A a n d t h e d i s t a n c e a l o n g

t h e y - a x i s a s B , a p o i n t o n t h e o u t e r p e r i p h e r y o f t h e l o o p c a n a l s o

b e w r i t t e n a s
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F i g u r e 7 . 4 . 1 . G e o m e t r y o f t h i n w i r e e l l i p t i c a l l o o p s c a t t e r e r .
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A c o s nX II

B s i n n‘
< ll

( 7 . 4 . 2 )

T h e r e f o r e , t h e d i s t a n c e b e t w e e n t w o p o i n t s o n t h e o u t e r p e r i p h e r y o f

t h e l o o p i s g i v e n b y

2

d ( n l n ' ) = A ( c o s n - c o s n ' ) 2 + E — ( s i n n - s i n n '
A 2

( 7 . 4 . 3 )

T h e d i s t a n c e a l o n g t h e o u t e r e d g e o f t h e l o o p f r o m t h e o r i g i n

o f t h e n c o o r d i n a t e a t t h e x — a x i s i s g i v e n b y t h e c o r r e s p o n d i n g

a r c l e n g t h o f t h e e l l i p s e

T 1 1
d x 2 d 2 3

“ W = A ] [ ( a ? ) ( a ? ? ? ) d ” '
0

U s i n g

— d — ) — ( — — = — ' ' 9 1 . . . = 'd n ' A g i n n d n ' B c o s n

t h e a r c l e n g t h b e c o m e s

n

1 3 2 $ 5
u ( n ) = A s i n z n ' + ‘ — — c o s z n ' d n '

A 2
0

( 7 . 4 . 4 )

( 7 . 4 . 5 )

( 7 . 4 . 6 )
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a n d t h e d i f f e r e n t i a l a r c l e n g t h i s

 

 

= 7 . 4 .d “ W ( n ) ( 7 )

w h e r e

W ( n ) = A s i n z n + ' — — c o s z n ( 7 . 4 . 8 )
A 2

U s i n g t h i s , t h e p a r t i a l d e r i v a t i v e w i t h r e s p e c t t o t h e a r c l e n g t h c a n

b e w r i t t e n a s

_ _ = _ _ _ _ _ = w ( n ) 7 ( 7 . 4 . 9 )

L a s t l y , i t i s n e c e s s a r y t o c a l c u l a t e t h e f o r m o f a u n i t v e c t o r 6

t a n g e n t t o t h e s u r f a c e o f t h e w i r e . T h e s l o p e o f t h e e l l i p s e a t a

p o i n t u o n t h e o u t e r e d g e o f t h e e l l i p s e i s g i v e n b y

2

S = § X _ = - § - § — - = - - § c o t n ( 7 . 4 . 1 0 )

a n d t h u s t h e u n i t v e c t o r 8 b e c o m e s

:
4
)

. S n ) ? +
u = - - — — - — - — — 1 - 2 ( 7 . 4 . 1 1 )

( 5 2 + 1 ) ” :
U

w h e r e Z = s i g n ( n ) , - n : p § y . T h i s i s u s e d t o o b t a i n t h e p r o d u c t o f t h e
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u n i t v e c t o r s a t u a n d u ' a s

 

2

s i n n s i n n ' + . § _ c o s n c o s n '

" " v 1 A 2u - u ' U ( n | n ) = 2
l 2 l

s i n z n + § — - c o s z n ] 1 [ s i n z n ' + § — - c o s z n '

A 2 A 2

( 7 . 4 . 1 2 )

W i t h t h e s e r e l a t i o n s h i p s , t h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 2 . 2 ) t a k e s

t h e f o r m

n

[ [ W ( H ) W ( n ' ) 3 1 5 — 2 ' 9 5 ) % - 7 2 U ( n | n ' ) 1 ( n . ’ s ) § ( n l n ' ; s ) $ 2 0

- n

f o r a l l ‘ " i fi i fi ( 7 . 4 . 1 3 )

w h i c h c a n a l s o b e w r i t t e n a s

1 1 ’

B I ' , 3 , — ,H — é fi r fl - fi - Y 2 5 ( n | n ' ) 1 ( n . s ) ] g < n | n ' ; s ) d n = o
- n

f o r a l l - n § p § fi ( 7 . 4 . 1 4 )

w h e r e

3 2

S ( n l n ' ) = A 2 s i n n s i n n ' + - — ; c o s n c o s n ' ( 7 . 4 . 1 5 )
A

N o t e t h a t u n l e s s A = B , S ( n | n ' ) # S ( n - n ' ) a n d g ( n l n ' ) # g ( n - n ' ) , a n d
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t h u s a F o u r i e r s e r i e s t y p e s o l u t i o n i s n o t p o s s i b l e .

T h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 4 . 1 4 ) c a n a l s o b e w r i t t e n i n t h e m o r e

c o n v e n i e n t n o r m a l i z e d f o r m

a n ' 3 n

1 1 '

[ [ 3 _ I ( _ n _ ' _ , _ 5 _ ) _ § _ - ( Y A ) 2 § ( n l n ' ) I ( n ' . S )

1 T

§ ( n l n ' ; s ) d n ' = O

f o r a l l - n § p § fi ( 7 . 4 . 1 6 )

w h e r e

§ ( n l n ' = _ S _ ( _ n _ . l A _ n _ — L a ( n l n ' ) = g < _ n i n _ _ ) - ( 7 . 4 . 1 7 )

a n d

_ e - ( v m i
3 ( n l n ' ; s ) = - — - — — ; - ( 7 . 4 . 1 8 )

( Y A ) R

w h e r e

- a 2 ) 5
R = [ d 7 - + ( K ) J ( 7 . 4 . 1 9 )

A n i m p o r t a n t c h e c k o n t h e v a l i d i t y o f t h e i n t e g r a l e q u a t i o n

c a n b e p e r f o r m e d b y l e t t i n g A + B . T h i s g i v e s

S + A 2 c o s ( n - n ' )

a n d

( 7 . 4 . 2 0 )
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l

d + A ( c o s n - c o s n ' ) 2 + ( s i n n - s i n n ' ) 2 ]

g ” ) ( 7 . 4 . 2 1 ) + 2 A s i n ( n

U s i n g t h i s , a l o n g w i t h t h e f a c t t h a t t h e c o o r d i n a t e v a r i a b l e n b e c o m e s

t h e p o l a r c o o r d i n a t e v a r i a b l e ¢ , t h e e l l i p t i c a l l o o p i n t e g r a l e q u a t i o n

r e d u c e s t o t h e c i r c u l a r l o o p i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 3 . 7 ) , a s e x p e c t e d .

7 . 5 M o m e n t M e t h o d S o l u t i o n t o E l e c t r i c F i e l d I n t e g r a l E q u a t i o n

T h e e l l i p t i c a l l o o p e l e c t r i c f i e l d i n t e g r a l e q u a t i o n c a n b e

s o l v e d b y u s i n g t h e s t a n d a r d m e t h o d o f m o m e n t s t e c h n i q u e [ 6 7 } . B e f o r e

a s o l u t i o n i s a t t e m p t e d , h o w e v e r , t h e s y m m e t r y o f t h e e l l i p t i c a l l o o p

c a n b e u s e d t o s i m p l i f y e q u a t i o n ( 7 . 4 . 1 6 ) c o n s i d e r a b l y . T h e r e a r e i n

f a c t o n l y f o u r p o s s i b l e m a n n e r s i n w h i c h t h e c u r r e n t c a n b e

d i s t r i b u t e d a r o u n d t h e l o o p . T h e s e a r e n u m b e r e d o n e t o f o u r a s s h o w n

i n F i g u r e 7 . 5 . 1 . T h e s i g n i n d i c a t e d i n e a c h q u a d r a n t o f t h e e l l i p s e

c o r r e s p o n d s t o t h e r e l a t i v e s i g n o f t h e c u r r e n t i n t h a t q u a d r a n t

( r e f e r r e d t o t h e s i g n i n q u a d r a n t I , w h i c h i s c h o s e n a s p o s i t i v e i n

e a c h c a s e . ) W i t h t h e s e , t h e c u r r e n t i n a n y q u a d r a n t c a n b e w r i t t e n

i n t e r m s o f t h e c u r r e n t i n q u a d r a n t I a s

I ( W - n ) = Q 2 j 1 ( n )

I ( m ) = Q 3 j I ( n ) o i n g - g - ( 7 . 5 . 1 )

I ( ‘ n ) = Q 4 j 1 ( n )
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F i g u r e 7 . 5 . 1 . S y m m e t r y c a s e s f o r c u r r e n t o n e l l i p t i c a l l o o p

s c a t t e r e r .
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H e r e Q i j r e p r e s e n t s t h e s i g n o f t h e c u r r e n t i n q u a d r a n t i f o r

s y m m e t r y c a s e j , r e f e r r e d t o t h e f i r s t q u a d r a n t . T h u s , Q i j i s g i v e n

b y t h e s i g n t a b l e

C A S E Q 1 3 Q 2 1 Q 3 1 Q 4 1
J = 1 + + - —

j = 2 + - - + ( 7 . 5 . 2 )

3 = 3 + - + -

j = 4 + + + +

T h e e l l i p s e s y m m e t r y c a n b e u t i l i z e d b y s p l i t t i n g u p t h e

i n t e g r a l e q u a t i o n i n t o f o u r p a r t s

n / 2 n - n / 2 o

f f ( n l n ' ; s ) d n ' + f f ( n l n ' ; s ) d n ' + f f ( n l n ' ; s ) d n ' + f f ( n l n ' ; s ) d n ' = o
o w / 2 - n - n / 2

f o r a l l - 1 T f _ n : n ( 7 . 5 . 3 )

w h e r e

f ( n l n ' ; S ) = W a — - ( Y A ) 2 § ( n l n ' ) I ( n ' , S ) § ( n | n ' ; s ) ( 7 . 5 . 4 )
a n ' a n

N u m b e r i n g t h e s e i n t e g r a l s a s o n e t h r o u g h f o u r , e a c h c a n b e c o n s i d e r e d

i n d i v i d u a l l y . F i r s t c o n s i d e r

1 T

1 2 = f f ( n l n ' ; s ) d n ' ( 7 . 5 . 5 )
n / 2
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U s i n g t h e c h a n g e o f v a r i a b l e s

x = n - n ' ( 7 . 5 . 6 )

y i e l d s

n / 2

1 2 = J [ fi g § £ § § § § l - % E - ( 1 A ) 2 S ( n l n - X ) I ( n - x , s ) g ( n | n - x ; s ) d x

0

( 7 . 5 . 7 )

T h e p a r t i a l d e r i v a t i v e i s c a l c u l a t e d a s

   3 1 ( n - x l s ) = 3 1 ( w - x , s ) 3 x _ 3 1 ( w - _ L s ) { 1

‘ 3 ( n - x ) 3 x 8 ( n - x ) - 3 x 8 w - x

8 x

_ 3 I ( n - x s )
- - — — — 7 S : — L _ _ ( 7 . 5 . 8 )

E m p l o y i n g t h i s a n d t h e s y m m e t r y r e l a t i o n s h i p f r o m ( 7 . 5 . 1 ) g i v e s

n / 2

1 2 - - s z ] [ - l a g — 2 1 ; ; — ( m > 2 § ( n l n - x ) 1 < x , s > é < n | n - x ; s > d x
0

( 7 . 5 . 9 )

S i m i l a r l y , t h e r e m a i n i n g t w o i n t e g r a l s c a n b e s h o w n t o b e

- fl / 2

I 3 = f f ( n l n ' ; S ) d n '
- ' T T

N / Z

= Q 3 j J [ E l é f i i l . % ; - ( Y A ) 2 § ( n | X - fi ) I ( X . S ) § ( n | X - W ; s ) d x
0

( 7 . 5 . 1 0 )
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a n d

o

1 4 = { f ( n l n ' ; 8 ) d n '
- n / 2

1 1 / 2

= Q 4 3 . J [ - M i — - ( 1 A ) 2 § ( n I - X ) I ( X . S )
3 x a n

o

§ ( n I - x ; s ) d x

( 7 . 5 . 1 1 )

T h u s , t h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 4 . 1 6 ) c a n b e w r i t t e n a s

n / Z

3 1 ( 0 ' , S ) 3 _ _ ~ 0 1H 0 1 ] . [ — — — — - a n . a n - ( Y A ) 2 3 1 ( n l n ) I ( n . s ) ]
O

_ 3 1 ( 1 ' 1 ' S _ 3 _ _ 2 " v vs z [ — 4 1 % ] . a n + ( y A ) 3 2 ( n l n ) 1 ( n . s ) ]

+ Q [ 3 1 ( n ' , s )

3 3 1 3 0 '

- Q 3 1 ( n ' , 5 ) 3
4 [ B n ' 3

f o r a l l 0 : _ n :

g — n - ( Y A ) Z S 3 ( n I n ' ) I ( n ' . S ) ]

. m — + ( Y A ) 2 § 4 ( n l n ' ) I ( n ' , S ) ]

E .
2

§ 1 ( n l n ' ; s ) ‘

§ 2 ( n | n ' ; s ) +

- . . _
8 3 m i n . s )

§ 4 ( n l n ' ; 5 ) ] d n ' = 0

( 7 . 5 . 1 2 )

w h e r e t h e c o n d i t i o n o f z e r o t a n g e n t i a l f i e l d n e e d b e f o r c e d o n l y o v e r

T I

0 1 1 1 5 . 2

H e r e

d u e t o t h e c o r r e s p o n d i n g s y m m e t r y o f t h e e l e c t r i c f i e l d .



a n d

w h e r e

w i t h

S 1 ( n l n ' )

§ 2 ( n l n ' )

S 3 ( n | n ) =

§ 4 ( n l n ' )

§ i ( n l n ' ; 8 )

§ i ( n l n ' )

a ( n l n ' ) =

~ 'd 2 ( n l n )

d 3 ( n l n )

d 4 ( n l n ' ) =

S ( n | n ' )

§ ( n l n - n ' )

§ ( n l n ' - w )

§ ( n l - n ' )

( w i i i

In
: N

f
—
\

9 .
1

H
-
N

; >
N

5 ( n l n ' )

6 ( n l w - n ' )

5 ( n l n ' - fl )

J u l - m )

e - w m i ,

¥
.
_
_
J A
H

3 3 2

3 2

s i n n s i n n ' + - — —

A

3 2

s i n n s i n n ' - - — -

A

3 2

- s i n n s i n n ' - - — -
A 2

3 2

- s i n n s i n n ' + - — —
A 2

[ ( c o s n - c o s n ' ) 2 +

{ ( c o e r - c o s n ' ) 2 +
K

[ ( c o s r fi - c o s n ' ) 2 +

[ ( c o s n - c o s n ' ) 2 +

c o s n c o s n '

c o s n c o s n '

( 7 . 5 . 1 3 )

c o s n c o s n '

c o s n c o s n '

( 7 . 5 . 1 4 )

( 7 . 5 . 1 5 )

3 2
- — ( s i n n - s i n n
A 2

V ) 2 ] £ 5

1 3 2 1 ,
- — - ( s i n n - s i n n ' ) 2 ]
A 2

A
M

3 2
- ( s i n n + s i n n ' ) 2 ]
A 2

1
2
E — - ( s i n n + s i n n ' ) 2 ]
A 2

( 7 . 5 . 1 6 )
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C l o s e e x a m i n a t i o n o f t h e s i g n s i n v o l v e d i n t h e a b o v e r e l a t i o n s a l l o w s

t h e m t o b e w r i t t e n m o r e s i m p l y a s

. . 2

S . ( n l n ' ) = s , s i n n s i n n ' + s , § — - c o s n c o s n ' ( 7 . 5 . 1 7 )
1 5 1 C l 2

A

a n d

" B 2 £ 5

d . ( n | n ' ) = ( c o s n - s , c o s n ' ) 2 + - — ( s i n n - s , s i n n ' ) 2 ( 7 . 5 . 1 8 )
1 c 1 A 2 3 1

w h e r e s S i a n d S c i r e p r e s e n t t h e s i g n s o n t h e s i n e a n d c o s i n e t e r m s ,

a n d a r e g i v e n b y

c i s i

1 + +

2 + - ( 7 . 5 . 1 9 )

3 - -

4 - +

W i t h t h i s n o t a t i o n , t h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 5 . 1 2 ) c a n b e w r i t t e n

m o r e s i m p l y a s
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" / 2 4 3 ; ( n l n " S )B I S n ' , s ) i - l i ’ ,

n i = 1 1 3 a ”
0

N / Z 4

_ 2 1 ~ I - v , 1( ” A ) I I ( n ’ S ) i £ 1 Q i j S i ( n l n ) g i ( n l n . S ) d n 0

O

f o r a l l 0 : _ n 5 _ ( 7 . 5 . 2 0 )1 .
2

w h e r e t h e c o n d i t i o n

- v . 8 g . ( n l n ' ; s )2 5 . 0 1 . 1 1 . 2 2 1 1 ( 7 . 5 . 2 , ,
a n i 8 n
 

h a s b e e n u s e d .

F i n a l l y , t h e d e r i v a t i v e o f t h e G r e e n ' s f u n c t i o n g i s c a l c u l a t e d

 

a s

a § . ( n l n " 8 ) - ( ¥ A ) § i - ( Y A ) § ' 3 8 .9 a 1 ~

1 a n = S F ' E — — — — f : — — = - S L — — — j f - ( ( y A ) R i + 1 ) S E l L ( 7 . 5 . 2 2 )

( ~ m o R i ( 1 A ) R l

w h e r e

a fi . a 3 8 1
a ( 7 . 5 . 2 3 )

w i t h
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2

 

 

. . B , , ,
8 d ( c o s n - s c i c o s n ) s x n n — — ; ( 3 1 n n - s S i S i n n ) c o s n

5 3 3 - = — ~ A ( 7 . 5 . 2 4 )
d i

C o m b i n i n g t h e s e y i e l d s

a é i m l n u s ) e - ( w fi i ~
8 n = ~ [ ( Y A ) R i + 1 ] x

( W K ? 1

3 2

X ( c o s n - s c i c o s n ' ) s i n n - - — ( s i n n - s s i s i n n ' ) c o s n ( 7 . 5 . 2 5 )
A 2

I t i s i m p o r t a n t t o n o t e t h a t

3 5 1 ( n l n ' ; 3 )
= 0 ( 7 . 5 . 2 6 ) 

3 n ,

T h e e l e c t r i c f i e l d i n t e g r a l e q u a t i o n h a s n o w b e e n p r e s e n t e d i n

a f o r m t h a t i s q u i t e a m e n a b l e t o s o l u t i o n b y t h e m e t h o d o f m o m e n t s .

T h e c u r r e n t o n t h e w i r e c a n b e e x p a n d e d i n t e r m s o f a r e c t a n g u l a r p u l s e

f u n c t i o n b a s i s s e t a s

N

I ( n , s ) = n Z 1 a “ P “ ( n ) ( 7 . 5 . 2 7 )

w h e r e

1 ( n - 1 ) A § p j n A
P n ( n ) = ( 7 . 5 . 2 8 )

0 e l s e w h e r e



3 3 6

a n d

A = ( 7 . 5 . 2 9 )E _ .
2 N

H e r e t h e d i s c r e t i z a t i o n r e f l e c t s b a s i s f u n c t i o n s o f e q u a l a n g u l a r

w i d t h A . N o t e t h a t t h e r e g i o n o f e x p a n s i o n o f t h e c u r r e n t h a s b e e n

r e d u c e d t o t h e d o m a i n o f t h e i n t e g r a l ( 0 , % ) , r e q u i r i n g f e w e r b a s i s

f u n c t i o n s t h a n t h e o r i g i n a l i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 4 . 1 6 ) . U s i n g t h e

f a c t t h a t t h e d e r i v a t i v e o f a u n i t s t e p f u n c t i o n i s a p o s i t i v e

i m p u l s e , t h e d e r i v a t i v e o f t h e c u r r e n t i n ( 7 . 5 . 2 0 ) b e c o m e s

, N
é l é g T i s l = Z 1 0 “ 5 % " P n ( n ) = Z a n ( 5 ( n ' - ( n - 1 ) A ) - 6 ( n ' — n A ) ) ( 7 . 5 . 3 0 )

n = l n = 1

w h e r e 6 ( x ) i s t h e D i r a c d e l t a , o r i m p u l s e f u n c t i o n . U s i n g t h e i n t e g r a l

p r o p e r t y o f t h e i m p u l s e f u n c t i o n t h e n y i e l d s

 

 

T r f a l g n ' p ) E 1 - 1 8 § i ( ” l ” " s )
v ( ' 1 ) Q d n ' g

0 3 n i = 1 i j 8 n

( 7 . 5 . 3 1 )

N 4 1 - 1 _ _
= 1 a n [ . 1 < — 1 ) Q i j ( g ; < n | ( n - 1 ) A ; s ) - g ; ( n l n 4 ; s ) ) ]
n - l 1 — 1

w h e r e

_ a é i m l n u s )
3 1 ( n l n ' ; s ) = a n ( 7 . 5 . 3 2 )

T h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 5 . 2 0 ) t h e n b e c o m e s
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N 4 .
E l a n [ i § 1 Q 1 j ( — 1 ) l 1 ( g ; ( n l ( n — 1 ) A ; s ) - § ; ( n | n 4 ; s ) ) ] -

N 4 n A ~ -

- ( ~ m ) 2 n § 1 a n [ i g l q i j I S i ( n | n ' ) g i ( n l n ' ; 8 ) d n ' ] = o
( n - 1 ) A

f o r a l l 0 g n 1 ( 7 . 5 . 3 3 )

N
I
:

I n s t e a d o f f o r c i n g t h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 5 . 3 3 ) t o b e

s a t i s f i e d a t a l l p o i n t s 0 : _ n § _ % 3 i t i s m o r e c o n v e n i e n t t o m a t c h t h i s

c o n d i t i o n o n l y a t N d i s c r e t e p o i n t s n = n m . T h i s i s a c c o m p l i s h e d b y

m u l t i p l y i n g t h e i n t e g r a l e q u a t i o n b y 6 ( n - n m ) a n d i n t e g r a t i n g , w h i c h

y i e l d s

N 4 1 - 1 _ _
g a n [ . Z Q i j ( - l ) ( g ; ( n m l ( n - 1 ) A ; s ) - g £ ( n m I n A ; s ) ) ] -
n - l 1 - 1

N 4 “ A
- < 1 4 ) 2 E l a n [ . E l Q i j I S i < n m l n ' > § i < n m l n ' ; s ) d n ' ] = o

n 1 ( n - 1 ) A

m = 1 , 2 , . . . , N ( 7 . 5 . 3 4 )

I t i s m o s t a p p r o p r i a t e t o c h o o s e m a t c h i n g p o i n t s i n t h e c e n t e r o f a

p u l s e i n t e r v a l . T h u s

n m a ( m a — 5 5 ) A ( 7 . 5 . 3 5 )

T h e i n t e g r a l i n ( 7 . 5 . 3 4 ) c a n b e a p p r o x i m a t e d q u i t e s i m p l y b y
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u s i n g r e c t a n g u l a r r u l e i n t e g r a t i o n

n A

I § i ( n m l n ' ) § i ( n m l n ' ; 8 ) d n ' = ( § i ( n m | n n ) § i ( n m l n n ; S ) J A ( 7 . 5 . 3 6 )

( n - 1 ) A

w h e r e t h e i n t e g r a n d h a s b e e n e v a l u a t e d a t t h e m i d p o i n t o f t h e d o m a i n

o f t h e i n t e g r a l

n n = ( n - % ) A ( 7 . 5 . 3 7 )

T h i s a p p r o x i m a t i o n w i l l n o t b e a c c u r a t e w h e n i = 1 a n d n ' a n d n m a r e

i n t h e s a m e p a r t i t i o n ( i . e . , n n = n m , o r , n = m ) . I n t h i s c a s e i t b e c o m e s

n e c e s s a r y t o a p p r o x i m a t e t h e i n t e g r a l m o r e c a r e f u l l y .

A p p r o x i m a t i o n o f t h e i n t e g r a l c a n b e a c c o m p l i s h e d b y a p p r o p r i a t e

a p p r o x i m a t i o n o f t h e i n t e g r a n d . E x p a n d i n g S i n a T a y l o r s e r i e s a b o u t
1

t h e p o i n t n ' = n m g i v e s

 

- - d S l ( n m | n ' )
' = ' — o o o5 1 ( n m l n ) 3 1 ( n m l n m ) + ( n n m ) d n ' ' _ + ( 7 . 5 . 3 8 )

1 " ] “ T 1
m

w h e r e

d S l B 2
' — — 7 = S i n n c o s n ' - ' — - c o s n s i n n ' ( 7 . 5 . 3 9 )
d n m A 2 1 1 1

T h u s

d S 1 . B 2 .
5 3 7 ' ” , 2 ” — S i n n m c o s n m - - — - c o s n m s m n m ( 7 . 5 . 4 0 )

m A 2



3 3 9

a n d

~ ! , _ . , v _3 1 ( n m l n ) C 1 m + C 2 m ( n n m ) ( 7 . 5 . 4 1 )

w h e r e

2

C = s i n z n + 1 3 - — - c o s z n
1 m m A 2 m

( 7 . 5 . 4 2 )

1 3 2C = s i n n c o s n 1 - - — J
2 m m m A 2

E x p a n d i n g d a b o u t t h e s a m e p o i n t r e s u l t s i n

 

 

1

- ~ c 1 5 1 1
' = ' — — — - — — + 0 0 . . .d 1 ( n m l n ) d 1 ( n m l n m ) + ( n n m ) d n ' ' _ ( 7 5 4 3 )

n - n
m

w h e r e

d 1 ( ” m | ” m ) = 0 ( 7 . 5 . 4 4 )

a n d

3 2
. . _ v - v _ _ _ - v vd d l ( c o s n I n c o s n ) 8 1 n n A 2 ( s i n n m s 1 n n ) c o s n

5 3 7 ' : 1 ( 7 . 5 . 4 5 )
3 2 ’ 5

( c o s n - c o s n ' ) 2 + — — ( s i n n - s i n n ' ) 2
m A 2 m

E v a l u a t i o n o f t h e d e r i v a t i v e o f 5 1 i s s i m p l i f i e d b y u s i n g t h e

e x p a n s i o n s [ 2 3 ]



3 4 0

c o s n - c o s n ' - 2 3 i n % ( n + n ' ) s i n % ( n - n ' )
m m m

 

( 7 . 5 . 4 6 )

s i n n - s i n n ' = 2 c o s % ( n + n ' ) s i n % ( n - n ' )
m m m

t h e n

a . - 1 V - 7 B 2 1 i I- 3 1 n 1 ( n + n ) 5 1 n n - — — c o s q ( n + n ) c o s n
d d ] . m A 2 m

— — , - = i 1 ( 7 . 5 . 4 7 )
d n H z 1

[ s i n 2 % ( n + n ' ) + - — c 0 3 2 % ( n + n ' ) ]
m 2 m

A

a n d

d d 2 l fi

8 7 % — = t [ s i n z n + 3 § — c o s z n ] ( 7 . 5 . 4 8 )
1 ' 1 0 " ” m A 2 m

m

T h u s , 8 1 i s a p p r o x i m a t e d a s

~ 1 z t _d 1 ( n m | n ) I n n m I C 3 m ( 7 . 5 . 4 9 )

w h e r e

C 3 m = " 3 1 : 1 1 ( 7 . 5 . 5 0 )

A n d s o E l i s g i v e n b y

" ( ' > 2 2 3 2 1 1 1R = n - n C + - ( 7 . 5 . 5 1 )
1 m 3 m A 2 )
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L a s t l y , i t i s n e c e s s a r y t o e x p a n d t h e e x p o n e n t i a l a s

' ( Y M fi l .2 ~ g 1 ~ _ 1 f o r R 1 < ° 5 K ( 7 . 5 . 5 2 ) 

W i t h t h e s e a p p r o x i m a t i o n s , t h e i n t e g r a l i n ( 7 . 5 . 3 4 ) b e c o m e s

n A

~ 1 ' 1 , v :
I 8 1 ( n m l n ) 8 1 ( n m l n , S ) d n

( n - 1 ) A

n + A / 2
m

' " 1 1 2 2 3 2 . L E 'z I ( C 1 m + C 2 m ( n ‘ n m ) ] [ ( Y A ) [ ( n - n m ) C 3 m + 2 2 ) - 1 ] d n
n m - A / Z

f o r n = m ( 7 . 5 . 5 3 )

w h i c h c a n b e s p l i t u p i n t o t h e f o l l o w i n g f o u r s e p a r a t e i n t e g r a l s

 

I 1 = - A c l m ( 7 . 5 . 5 4 )

n m + A / 2
I = - c g ( n ' - n ) 2 = 0 ( 7 . 5 . 5 5 )
2 2 m m n - A / 2

m

C l m n m + A / 2 ' 2 2 8 2 _ % '

I 3 — : A — J [ ( n - n m ) C 3 m + ~ X § ] d n ( 7 . 5 . 5 6 )

n - A / 2
m

C n m + A / 2 2 _ %

. . . — 2 9 1 ' _ 2 2 _ a _ _ l _ 1I 4 - Y A [ ( n ” m ) C 3 m + A 2 ] ( n n m ) d n ( 7 . 5 . 5 7 )

n m - A / Z
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N o t e t h a t I a n d I a r e z e r o d u e t o t h e i n t e g r a n d s b e i n g o d d f u n c t i o n s

 

2 4

a b o u t n = n m . I 3 c a n b e c a l c u l a t e d b y a s i m p l e c h a n g e o f v a r i a b l e s a s

l m l A A A A Z ‘ I ‘ EI 3 2 C 3 m Y A 1 g [ C 3 m 2 a + 1 + ( c 3 2 a ) J ( 7 . 5 . 5 8 )

T h e p a r t i t i o n e d e l e c t r i c f i e l d i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 5 . 3 4 )

r e p r e s e n t s a s y s t e m o f N s i m u l t a n e o u s l i n e a r e q u a t i o n s i n t h e N

u n k n o w n c u r r e n t e x p a n s i o n c o e f f i c i e n t s a . I t c a n b e w r i t t e n i n

m a t r i x f o r m a s

X ? = 0 ( 7 . 5 . 5 9 )

w h e r e t h e m a t r i x e n t r i e s a r e f o u n d u s i n g ( 7 . 5 . 3 6 ) a n d ( 7 . 5 . 5 3 ) a n d

a r e g i v e n i n T a b l e 7 . 5 . 1 . S i n c e t h i s i s a h o m o g e n e o u s s y s t e m , i t w i l l

h a v e a s o l u t i o n o n l y w h e n t h e d e t e r m i n a n t o f t h e c o e f f i c i e n t m a t r i x

i s z e r o . T h e f r e q u e n c i e s w h i c h c a u s e t h i s t o o c c u r r e s u l t i n

( 7 . 5 . 3 4 ) b e i n g s a t i s f i e d , a n d a r e t h u s t a k e n a s t h e n a t u r a l f r e q u e n -

c i e s o f t h e t h i n w i r e e l l i p t i c a l l o o p s c a t t e r e r .

7 . 6 A l t e r n a t i v e M o m e n t M e t h o d S o l u t i o n

I n t h e p r e v i o u s s e c t i o n t h e c u r r e n t o n t h e e l l i p t i c a l l o o p

s c a t t e r e r w a s e x p a n d e d i n t e r m s o f a r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n b a s i s

s e t w h e r e t h e p u l s e f u n c t i o n s h a d e q u a l a n g u l a r w i d t h . F o r r e a s o n s

t o b e d i s c u s s e d l a t e r i n t h i s s e c t i o n , i t i s s o m e t i m e s a d v a n t a g e o u s

t o c h o o s e p u l s e f u n c t i o n s t h a t h a v e u n e q u a l a n g u l a r w i d t h s . T h i s d o e s

n o t c h a n g e t h e f o r m o f t h e i n t e g r a l e q u a t i o n t o b e s o l v e d ( 7 . 5 . 2 0 ) ,
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T a b l e 7 . 5 . 1 . E n t r i e s i n m o m e n t m e t h o d m a t r i x f o r e l l i p t i c a l l o o p

s c a t t e r e r .

a ) m ¥ n

4 1 - 1 - -A m n = 1 : 1 ( - 1 ) Q i j ( g £ ( n m | ( n - 1 ) A ; S ) - g i ( n m | n A ; s ) ) ‘

4 ~ _

- ( Y A ) Z A Z Q i j ( S i ( n m l n n ) g i ( n m l n n ; 8 ) )
i = 1

b ) m = n

4 1 - 1 - -A m n = 1 § 1 ( - 1 ) Q i j ( g i ( n m l ( m - 1 ) A ; S ) - g ; ( n m l m A ; s ) J -

4 . 4 . . —_ ( Y A ) 2 A Z Q i j ( S i ( n m | n m ) g i ( n m | n m ; s ) l '
i = 2

2 2 0 3 m

m
l
»
+

f
-
_
\

H + A
( 1

L A
)
8 N
I
I
>

m
l
»
V

N

\
—
_
J . .
X "

g
_
/

‘
4

f A
X l o g [ ( 3 3 1 1 1 2 -
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b u t i t d o e s r e s u l t i n d i f f e r e n t e n t r i e s f o r t h e m o m e n t m e t h o d

m a t r i x ( 7 . 5 . 5 9 ) .

L e t t h e c u r r e n t e x p a n s i o n t a k e t h e f o r m

N

I ( n , s ) = n § 1 a n p n ( n ) ( 7 . 6 . 1 )

w h e r e

_ 1 . n _ 1 § _ n § _ n
P n ( n ) = n “ ( 7 . 6 . 2 )

0 e l s e w h e r e

a n d t h e p u l s e w i d t h s n n - n n _ 1 a r e l e f t a s a f r e e c h o i c e . U s i n g t h i s

e x p a n s i o n , t h e i n t e g r a l i n ( 7 . 5 . 3 1 ) t a k e s t h e f o r m

 

fl / Z _
4 . 8 . ' ;I 3 I ( n ' S ) X ( _ 1 ) 1 - 1 Q 8 1 ( n l n S ) d n ' =

a n ' i = 1 i j 3 ”
O

N 4 .

= 2 1 a m [ . X l ( - l ) l 1 Q 1 j ( g i ( ” l ” n _ 1 ‘ s ) - 8 1 ( n l n n ; 8 ) )
= 1 :

( 7 . 6 . 3 )

a n d t h e i n t e g r a l e q u a t i o n ( 7 . 5 . 2 0 ) b e c o m e s

5 3 4 1 - 1 - , . _ - , . _
n = 1 . 1 ( - 1 ) Q . . ( s i ( n l n n _ 1 3 5 ) g i ( n l n n . s ) 1 ]

i = 1 1 3

N 4 ” n ~ _
- ( Y A ) 2 X i a n [ i z l q i j I S i ( n l n ' ) g i ( n l n ' ; s ) d n ' ] = 0 ( 7 . 6 . 4 )

n : =

n n - l
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W
f o r a l l 0 : _ n § _ § u T h i s e q u a t i o n c a n b e p o i n t m a t c h e d a t a r b i t r a r y

a n g l e s C m b y m u l t i p l y i n g b y 6 ( n - c m ) a n d i n t e g r a t i n g , g i v i n g

N .
E l a n [ 1 ; { - 1 ) 1 1 Q i j ( g i ( c m l n n _ 1 ; 8 ) - g ; ( c m l n n ; 8 ) ) ]

— 1

N O

” n

1 Q i j J 5 1 ( l e n ' ) g i ( c m l n ' ; 8 ) d n ' ]

n

N

- ( Y A ) 2 2 a n [
n = 1 1 I

I
M
L
‘

n - l

m = 1 , 2 , 3 , . . . , N ( 7 . 6 . 5 )

U n l e s s 1 8 1 a n d n ' a n d C m a r e i n t h e s a m e p a r t i t i o n , t h e i n t e g r a l i n

( 7 . 6 . 5 ) c a n b e a p p r o x i m a t e d u s i n g r e c t a n g u l a r r u l e i n t e g r a t i o n a s

II

” n

J § i ( c m l n ' ) § i ( c m l n ' ; 8 ) d n ' ( 5 1 ( c m l v c n > § i ( c m | n < n ; s > ) 4 n ( 7 . 6 . 6 )
n
n - l

w h e r e

n n _ 1 : K n i n n ( 7 . 6 . 7 )

a n d

A n = n n - n n _ 1 ( 7 . 6 . 8 )

H e r e K n r e p r e s e n t s t h e a r b i t r a r y a n g l e s a t w h i c h t h e i n t e g r a n d i s t o

b e e v a l u a t e d . I t i s s e n s i b l e t o d e m a n d t h a t t h e y l i e w i t h i n t h e

d o m a i n o f i n t e g r a t i o n .
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W h e n i = 1 a n d n ' a n d C m a r e i n t h e s a m e p a r t i t i o n , t h e i n t e g r a l

m u s t b e c a l c u l a t e d m o r e c a r e f u l l y . E x p a n d i n g i n a T a y l o r s e r i e s

a b o u t n ' = § m g i v e s

~ 1 z ‘ ' v _5 1 ( l e n ) C 1 m + C 2 m ( n c m ) ( 7 . 6 . 9 )

w h e r e

_ . 2

C = s i n z c + § — - c o s z c
1 m m A 2

( 7 . 6 . 1 0 )

- . 1 3 2
C 2 m S i n t m c o s c m - - ; ;

a n d

6 1 ( r m l n ' ) = l n ' — g m | E 3 m ( 7 . 6 . 1 1 )

w h e r e

_ _ 1

c 3 m = ( c m ) 1 ( 7 . 6 . 1 2 )

T h u s

2 L i
~ 2 ' _ 2 - 2 + § _R 1 ( n c m ) C 3 m A 2 ( 7 . 6 . 1 3 )

A l s o
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- ( Y A ) § 1 ~
- - — - - - e- = — - — — l- - 1 f o r R 1 “ ) ? ( 7 . 6 . 1 4 )

T h u s , t h e i n t e g r a l i s a p p r o x i m a t e d a s

n n
~ 1 ‘ v , v zI S i ( c m | n ) g i ( c m | n . s ) d n

n n — l

0 n _ ; §

2 - - ' . - 1 V _ 2 - 2 2 3 _ 1 1J [ C 1 m + C 2 m ( n C m ) ) [ ( Y A ) [ ( 0 C m ) C 3 m A 2 l j d n

n n - l

f o r n = m ( 7 . 6 . 1 5 )

S p l i t t i n g t h i s u p i n t o f o u r i n t e g r a l s g i v e s

I 1 = - C 1 m ( n n - n n _ 1 ) = - C 1 m A n ( 7 . 6 . 1 6 )

E 2 m. - _ . - _ _ _ 2 _ _ 21 2 2 ( ( n n c m ) ( n n _ 1 c m ) ) ( 7 . 6 . 1 7 )

" T ]
C n 2 — %

. . 1 2 . . _ 2 ‘ 2 + 5 . . .I 3 Y A J [ ( n C m ) C 3 m A 2 ] d n ( 7 . 6 . 1 8 )

n n - l

- n
C n 2 - 5

. . 2 2 . . _ 2 ‘ 2 . 2 _ . _ 1I 4 Y A J [ ( n c m ) C 3 m + 2 ] ( n C m ) d n ( 7 . 6 . 1 9 )
n A
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N o t e t h a t I 2 a n d I 4 a r e n o l o n g e r z e r o , s i n c e t h e i n t e g r a n d s a r e n o t

n e c e s s a r i l y o d d f u n c t i o n s a b o u t t h e m i d p o i n t o f i n t e g r a t i o n . I n t e g r a l s

I 3 a n d I 4 c a n b e c a l c u l a t e d i n c l o s e d f o r m a s

 

  

%
- _ _ 2 ‘ 2m 1 ( n n C m ) + [ ( n n C m ) + ( ( a / A ) / C 3 m ) ]

1 3 3 - 6 — fi 1 0 g ( — - L E

3 m ( n n _ 1 - C m ) + l ( n n _ 1 - c m ) 2 + ( ( a / A ) / C 3 m ) 2 ] J

( 7 . 6 . 2 0 )

6 * 2
. . _ J £ . L . _ 2 - 2 _

I 4 C Y A [ ( n n C m ) + ( ( a / A ) / C 3 m ) ]

3 m

- k
- [ ( n n _ 1 - C m ) 2 + ( ( a / A ) / c 3 m ) 2 ] ( 7 . 6 . 2 1 )

U s i n g t h e s e , t h e r e s u l t i n g m o m e n t m e t h o d m a t r i x ( 7 . 5 . 5 9 ) e n t r i e s c a n

b e c a l c u l a t e d , a n d a r e g i v e n i n T a b l e 7 . 6 . 1 .

T h e p r o p e r c h o i c e o f b a s i s f u n c t i o n w i d t h s c a n b e m a d e b y u s i n g

a l i t t l e i n t u i t i o n . M a k i n g t h e w i d t h s e q u a l i n a n g u l a r s i z e r e s u l t s

i n t h e p a r t i t i o n s b e i n g s h o r t e r i n a r c l e n g t h n e a r n = 0 t h a n n e a r

n = n / 2 . F o r e x a m p l e , w i t h B / A = 0 . 1 a n d N = 1 8 , t h e p a r t i t i o n s a r e n i n e

t i m e s l a r g e r a t n = n / 2 t h a n a t n = 0 . I t a l s o m e a n s t h a t t h e m a t c h i n g

p o i n t s a n d i n t e g r a l e v a l u a t i o n p o i n t s a r e n o t a t t h e a r c l e n g t h c e n t e r

o f t h e p a r t i t i o n . I t s e e m s m u c h m o r e s e n s i b l e t o c h o o s e ” n s u c h t h a t

t h e p u l s e w i d t h s a r e e q u a l i n a r c l e n g t h . T h e n t h e m a t c h i n g p o i n t s
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T a b l e 7 . 6 . 1 . A l t e r n a t i v e e n t r i e s i n m o m e n t m e t h o d m a t r i x f o r e l l i p t i c a l

l o o p s c a t t e r e r .

4 ~ _

- ( Y M Z A n E l q i j ( 8 1 ( c h K n ) g i ( z ; m | K n s s ) )

4

A = z ( — 1 ) 1 l Q i j ( § i ( l e n m _ l ; S ) - a d m i n m z s n -
= 1

4 " ' —

- ( Y M Z A m i E Z Q i j [ 5 1 ( l e K m ) g i ( c m | K m ; 8 ) ) -

- ( Y A ) 2 Q 1 j ( I )

w h e r e I = I 1 + I 2 + I 3 + I n f r o m ( 7 . 6 . 1 6 ) - ( 7 . 6 . 1 9 )
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a n d t h e i n t e g r a l e v a l u a t i o n p o i n t s c a n b e p u t a t t h e a r c l e n g t h

m i d p o i n t o f t h e i n t e r v a l s .

T o e x a c t l y c a l c u l a t e t h e n n d e s c r i b i n g e q u a l a r c l e n g t h

p a r t i t i o n s r e q u i r e s s o l v i n g

n n 1

u ( n n - n n _ 1 ) = J [ A z s i n z n + B z c o s z n d n = A u ( 7 . 6 . 2 2 )

n n - l

n u m e r i c a l l y f o r e a c h v a l u e o f n n , w h e r e A u i s t h e p a r t i t i o n w i d t h ( f o r

c o n s t a n t a r c l e n g t h p a r t i t i o n s . ) T h i s i s q u i t e d i f f i c u l t a n d t i m e

c o n s u m i n g . I n s t e a d , a p p r o x i m a t e t h e d i f f e r e n t i a l a r c l e n g t h a s

1
2 ’ 5d u _ _ _ A s i n g ” + g t o s z n g A l l ( 7 . 6 . 2 3 )

d 7 ] A 2 A n

T h e n p r o p e r p u l s e w i d t h s , m a t c h i n g p o i n t s , a n d i n t e g r a l e v a l u a t i o n

p o i n t s c a n b e c a l c u l a t e d b y s u b d i v i d i n g A u i n t o a b o u t t e n p o r t i o n s a n d

a n d i n c r e m e n t i n g n u m e r i c a l l y f r o m n = 0 t o n = n / 2 . T h e l a s t p a r t i t i o n

w i l l e n d a t n > n / 2 d u e t o t h e i n a c c u r a c y i n a p p r o x i m a t i n g t h e a r c

l e n g t h i n t h i s f a s h i o n . T h u s , a s a l a s t s t e p , i t i s n e c e s s a r y t o

c o r r e c t a l l t h e p o i n t s b y m u l t i p l y i n g b y E J n N .

T o c a l c u l a t e t h e p a r t i t i o n w i d t h , i t i s n e c e s s a r y t o k n o w t h e

p e r i m e t e r ( a c t u a l l y , k o f t h e p e r i m e t e r ) o f t h e e l l i p s e q u i t e

a c c u r a t e l y . T h i s i s d o n e b y c a l c u l a t i n g t h e c o m p l e t e e l l i p t i c

i n t e g r a l
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1 1 / 2 ,
2 ’ 5

8 ( 8 2 / A 2 ) = 2 3 5 % 2 3 5 3 5 - = J [ s i n z n + 4 9 ; c o s z n ] d n ( 7 . 6 . 2 4 )
A

0

R a t h e r t h a n c a l c u l a t e t h i s n u m e r i c a l l y , i t i s p o s s i b l e t o e s t i m a t e

t h e v a l u e o f t h e p e r i m e t e r v i a t h e f o l l o w i n g f o r m u l a [ 7 g

4 . 4 .
E ( m ) = 1 + Z a . m l - l o g ( m ) Z b . m 1 + e ( m ) ( 7 . 6 . 2 5 )

. _ 1 1 1 . 1 1
1 — 1 i = 1

w h e r e

B Z

m 1 = l - m = ' — - ( 7 . 6 . 2 6 )
A 2

a n d

3 1 a 0 . 4 4 3 2 5 1 4 1 4 6 3 b l = 0 . 2 4 9 9 8 3 6 8 3 1 0

a 2 = 0 . 0 6 2 6 0 6 0 1 2 2 0 b 2 = 0 . 0 9 2 0 0 1 8 0 0 3 7

( 7 . 6 . 2 7 )

a 3 = 0 . 0 4 7 5 7 3 8 3 5 4 6 b 3 = 0 . 0 4 0 6 9 6 9 7 5 2 6

a n = 0 . 0 1 7 3 6 5 0 6 4 5 1 b u = 0 . 0 0 5 2 6 4 4 9 6 3 9

a n d

I s ( m ) | < 2 x 1 0 ' 8 ( 7 . 6 . 2 8 )



3 5 2

7 . 7 N u m e r i c a l R e s u l t s

T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s a n d m o d a l c u r r e n t d i s t r i b u t i o n s o f t h e

t h i n w i r e e l l i p t i c a l l o o p s c a t t e r e r a r e d e t e r m i n e d b y s o l v i n g

e q u a t i o n ( 7 . 5 . 5 9 ) . L i t t l e i n s i g h t i s g a i n e d , h o w e v e r , b y h a p h a z a r d l y

s o l v i n g f o r r o o t s t o t h e d e t e r m i n a n t a l e q u a t i o n . A m u c h m o r e

i n f o r m a t i v e a n d s y s t e m a t i c a p p r o a c h c a n b e c o n c e i v e d , a s f o l l o w s .

I t w a s m e n t i o n e d e a r l i e r t h a t t h e s p e c i a l c a s e o f a c i r c u l a r

l o o p ( B / A = 1 , o r z e r o e c c e n t r i c i t y ) h a s b e e n h a n d l e d i n g r e a t d e t a i l

b y B l a c k b u r n a n d W i l t o n [ 1 6 ] . B y s o l v i n g a n e q u a t i o n s i m i l a r t o

( 7 . 3 . 1 6 ) , t h e y h a v e b e e n a b l e t o i d e n t i f y t h r e e g e n e r a l " t y p e s " o f

p o l e s . T h e r e i s o n e T y p e I p o l e f o r e a c h v a l u e o f t h e m o d a l i n d e x n ,

a n d i t i s l o c a t e d i n t h e c o m p l e x p l a n e n e a r w = n . T h e r e a r e n + 1 T y p e I I

p o l e s f o r e a c h n , a n d t h e y l i e i n l a y e r s t o t h e l e f t o f t h e T y p e I

l a y e r . L a s t l y , t h e r e a r e a n i n f i n i t e n u m b e r o f T y p e I I I p o l e s f o r e a c h

n , a n d t h e y l i e i n a l a y e r n e a r l y p a r a l l e l t o t h e s = j w a x i s . S i n c e t h e

T y p e . I p o l e s h a v e t h e s m a l l e s t d a m p i n g c o e f f i c i e n t s , t h e y p r o v i d e t h e

g r e a t e s t c o n t r i b u t i o n t o t h e l a t e ~ t i m e p o r t i o n o f t h e s c a t t e r e d f i e l d

w a v e f o r m , a n d a r e t h u s o f t h e g r e a t e s t i n t e r e s t .

T h e v a l u e s o f t h e T y p e I n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e c i r c u l a r

t h i n w i r e l o o p c a n b e c a l c u l a t e d b y s o l v i n g e q u a t i o n ( 7 . 3 . 1 6 ) . T h o s e

c o r r e s p o n d i n g t o n = 1 t h r o u g h n = 1 0 h a v e b e e n c o m p u t e d a n d a r e s h o w n i n

F i g u r e 7 . 7 . 1 . T h e p l o t t e d v a l u e s a r e n o r m a l i z e d b y c / b , w h e r e b i s t h e

l o o p r a d i u s a n d c i s t h e s p e e d o f l i g h t , a n d t h e y c o r r e s p o n d t o a w i r e

r a d i u s g i v e n b y a = 0 . 0 1 b . A s p r e d i c t e d , t h e y l i e i n a l a y e r w i t h

w = n c / b . T h e i r n u m e r i c a l v a l u e s a r e g i v e n i n T a b l e 7 . 7 . 1 . A s t h e

c i r c u l a r l o o p i s d e f o r m e d i n t o a n e l l i p s e , t h e T y p e I n a t u r a l
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T a b l e 7 . 7 . 1 F i r s t t e n T y p e I p o l e s o f a c i r c u l a r l o o p o f r a d i u s b

a n d w i r e r a d i u s a = 0 . 0 1 b .

n s n / ( c / b )

1 - 0 . 0 9 6 1 7 + j 1 . 0 4 6

2 - o . 1 4 2 5 + j 2 . 0 6 2

3 - 0 . 1 7 9 4 + j 3 . 0 7 4

4 - o . 2 1 1 5 + j 4 . 0 8 4

5 - o . 2 4 0 6 + j 5 . 0 9 2

6 - 0 . 2 6 7 7 + j 6 . 0 9 9

7 - o . 2 9 3 3 + j 7 . 1 0 6

8 - o . 3 1 7 7 + j 8 . 1 1 2

9 - o . 3 4 1 2 + j 9 . 1 1 8

1 o - o . 3 6 3 9 + j 1 0 . 1 2

T a b l e 7 . 7 . 2 F i r s t f i v e T y p e I p o l e s o f c i r c u l a r l o o p f o u n d b y m o m e n t

m e t h o d s o l u t i o n t o e l l i p t i c a l l o o p E F I E w i t h B / A S l ,
a / A = 0 . 0 1 , u s i n g 1 5 p a r t i t i o n s .

n s n / ( c / A )

1 - o . 0 9 7 8 3 + j 1 . 0 3 6

2 - o . 1 4 3 6 + j 2 . 0 3 8

3 - O . 1 7 8 3 + j 3 . 0 2 9

4 - 0 . 2 0 6 2 + j 4 . 0 0 8

5 - 0 . 2 2 8 7 + j 4 . 9 7 4
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F i g u r e 7 . 7 . 1 . F i r s t t e n T y p e I n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f a c i r c u l a r l o o p

o f r a d i u s b a n d w i r e r a d i u s a = 0 . 0 1 b .
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f r e q u e n c i e s s h o u l d c h a n g e s m o o t h l y i n t o a s p e c i a l c l a s s o f t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s o f t h e e l l i p t i c a l l o o p s c a t t e r e r . T h e s e w i l l b e e x a m i n e d

e x t e n s i v e l y .

T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e e l l i p t i c a l l o o p a r e d e t e r m i n e d

b y s o l v i n g t h e d e t e r m i n a n t a l e q u a t i o n d i c t a t e d b y ( 7 . 5 . 5 9 ) . T h e s e

f r e q u e n c i e s w i l l b e i n f i n i t e i n n u m b e r a n d , l i k e t h o s e o f t h e c i r c u l a r

l o o p , w i l l p r o b a b l y f a l l i n t o g r o u p s d e t e r m i n e d b y t h e i r p o s i t i o n i n

t h e f r e q u e n c y p l a n e . O f g r e a t e s t p r e s e n t i n t e r e s t a r e t h o s e f r e q u e n -

c i e s w i t h t h e s m a l l e s t d a m p i n g c o e f f i c i e n t s . I t i s h y p o t h e s i z e d t h a t

s i n c e t h e T y p e I p o l e s h a v e t h e s m a l l e s t d a m p i n g c o e f f i c i e n t s f o r t h e

c i r c u l a r l o o p , t h e f r e q u e n c i e s d e r i v e d f r o m t h e m a s t h e e c c e n t r i c i t y

o f t h e e l l i p s e i s p e r t u r b e d f r o m z e r o w i l l h a v e t h e s m a l l e s t d a m p i n g

c o e f f i c i e n t s f o r t h e e l l i p t i c a l l o o p . T h e b e h a v i o r o f t h e T y p e I

f r e q u e n c i e s a s t h e l o o p i s d e f o r m e d i s i n v e s t i g a t e d b y s o l v i n g ( 7 . 5 . 5 9 )

f o r t h e s p e c i a l c a s e o f B / A = 1 , a n d t h e n s l o w l y d e c r e a s i n g B / A w h i l e

u s i n g t h e p r e v i o u s s o l u t i o n s a s i n i t i a l g u e s s e s .

E q u a t i o n ( 7 . 5 . 5 9 ) h a s b e e n s o l v e d w i t h B / A = 1 , u s i n g 1 5

p a r t i t i o n s . T h e r e s u l t s f o r t h e f i r s t f i v e T y p e I p o l e s a r e d i s p l a y e d

i n T a b l e 7 . 7 . 2 , a n d c o r r e s p o n d t o a w i r e r a d i u s o f a = 0 . 0 1 A . I t i s s e e n

t h a t t h e y d o n o t e x a c t l y m a t c h t h e v a l u e s d e t e r m i n e d v i a t h e F o u r i e r

s e r i e s s o l u t i o n . T h i s i s n o t s u r p r i s i n g , s i n c e t h e m o m e n t m e t h o d

a p p r o a c h i n t r o d u c e s m a n y a d d i t i o n a l a p p r o x i m a t i o n s . T h e a c c u r a c y i s

w o r s t f o r t h e h i g h e r o r d e r m o d e s , w h e r e 1 5 p a r t i t i o n s m a y n o t b e

e n o u g h t o a d e q u a t e l y r e p r e s e n t t h e c u r r e n t d i s t r i b u t i o n .

A s c r u t i n y o f t h e e l l i p t i c a l l o o p s y m m e t r y c a s e s g i v e n i n

F i g u r e 7 . 5 . 1 r e v e a l s t h a t f o r t h e d e g e n e r a t e s i t u a t i o n B / A = 1 , c i r c u l a r
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m o d e s o f o d d o r d e r n c o r r e s p o n d t o b o t h e l l i p t i c a l s y m m e t r y c a s e s 1

a n d 2 , w h i l e c i r c u l a r m o d e s o f e v e n o r d e r n c o r r e s p o n d t o b o t h s y m m e t r y

c a s e s 3 a n d 4 . S i n c e e a c h s y m m e t r y c a s e i s e x p e c t e d t o p r o d u c e a

s e p a r a t e m o d e w h e n B / A < 1 , e a c h o f t h e c i r c u l a r T y p e I p o l e s s h o u l d

s p l i t i n t o t w o d i s t i n c t n a t u r a l f r e q u e n c i e s a s t h e l o o p i s d e f o r m e d .

T h i s i s v e r i f i e d b y s o l v i n g ( 7 . 5 . 5 9 ) f o r v a r i o u s v a l u e s o f B / A ,

b e g i n n i n g w i t h B / A = 1 . U s i n g 1 5 p a r t i t i o n s o f e q u a l a r c l e n g t h ( t h e

a p p r o a c h o f s e c t i o n 7 . 6 ) a n d a / A = 0 . 0 1 g i v e s t h e r e s u l t s s h o w n i n

F i g u r e s 7 . 7 . 2 t h r o u g h 7 . 7 . 6 . H e r e n o r m a l i z e d v a l u e s o f n a t u r a l

f r e q u e n c y h a v e b e e n p l o t t e d f o r v a l u e s o f B / A r a n g i n g f r o m 1 d o w n t o

0 . 1 . A s p r e d i c t e d , e a c h o f t h e T y p e I c i r c u l a r p o l e s s p l i t s i n t o t w o

s e p a r a t e n a t u r a l f r e q u e n c i e s a s B / A i s d e c r e a s e d .

A n e s p e c i a l l y i n t e r e s t i n g f e a t u r e s e e n i n t h e f r e q u e n c y p l o t s

i s t h e t r a j e c t o r i e s o f t h e c a s e 2 a n d c a s e 4 f r e q u e n c i e s . W i t h B / A + 0 ,

t h e e l l i p t i c a l l o o p a p p r o a c h e s a t r a n s m i s s i o n l i n e w i t h b o t h e n d s

s h o r t e d . T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f s u c h a t r a n s m i s s i o n l i n e a r e e a s i l y

d e t e r m i n e d : t h e y h a v e z e r o r e a l p a r t s a n d h a v e i m a g i n a r y p a r t s e q u a l

t o k g - c / A , k = 1 , 2 , . . . . T h e c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o n t h e t r a n s m i s s i o n

l i n e c o r r e s p o n d s w i t h c a s e 2 a n d c a s e 4 s y m m e t r y ( c u r r e n t a m a x i m u m a t

e a c h e n d . ) I t i s t h u s e n c o u r a g i n g t o s e e i n F i g u r e s 7 . 7 . 2 t h r o u g h

7 . 7 . 6 t h a t t h e t r a j e c t o r i e s o f t h e c a s e 2 a n d c a s e 4 f r e q u e n c i e s

a p p r o a c h t h e f r e q u e n c y v a l u e s o f t h e t r a n s m i s s i o n l i n e . T h i s i s s h o w n

w i t h t h e d o t t e d c u r v e s . U n f o r t u n a t e l y , a s B / A + 0 , a / B b e c o m e s l a r g e r

a n d t h e t h i n w i r e a p p r o x i m a t i o n b r e a k s d o w n b e f o r e t h e t r a n s m i s s i o n

l i n e l i m i t i s r e a c h e d . I n d e e d , t h e l o o p p r o b a b l y c e a s e s t o b e a n

e l e c t r i c a l l y t h i n w i r e b e f o r e B / A = 0 . 2 , a s t h e f i g u r e s s e e m t o s h o w .
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F i g u r e 7 . 7 . 2 . C a s e 1 ( c i r c l e s ) a n d c a s e 2 ( c r o s s e s ) n a t u r a l f r e q u e n c i e s
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l i m i t .
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C a s e 3 ( c i r c l e s ) a n d c a s e 4 ( c r o s s e s ) n a t u r a l f r e q u e n c i e s

o f t h i n w i r e e l l i p s e o f w i r e r a d i u s a = 0 . 0 1 A a r i s i n g f r o m
n = 2 c i r c u l a r m o d e , f o r v a r i o u s v a l u e s o f B / A . D o t t e d
l i n e s h o w s e x p e c t e d t r a j e c t o r y f o r t r a n s m i s s i o n l i n e

l i m i t .
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F i g u r e 7 . 7 . 5 . C a s e 3 ( c i r c l e s ) a n d c a s e 4 ( c r o s s e s ) n a t u r a l f r e q u e n c i e s

o f t h i n w i r e e l l i p s e o f w i r e r a d i u s a = 0 . 0 1 A a r i s i n g f r o m
n = 4 c i r c u l a r m o d e , f o r v a r i o u s v a l u e s o f B / A . D o t t e d
l i n e s h o w s e x p e c t e d t r a j e c t o r y f o r t r a n s m i s s i o n l i n e
l h n i t .
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l i n e s h o w s e x p e c t e d t r a j e c t o r y f o r t r a n s m i s s i o n l i n e
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H o w e v e r , t h e l i m i t c a n b e a p p r o a c h e d f u r t h e r b y d e c r e a s i n g a / A . W i t h

a / A - 0 . 0 0 1 , a n d u s i n g 6 0 p a r t i t i o n s , t h e c a s e 2 f r e q u e n c y w h i c h s p l i t s

o f f f r o m t h e t h e f i r s t T y p e I p o l e i s f o u n d t o c o n v e r g e t o

s = - 0 . 0 0 0 1 7 + j 1 . 5 6 5 c / A b y B / A = 0 . 0 2 5 . T h i s i s v e r y c l o s e t o t h e

l i m i t i n g t r a n s m i s s i o n l i n e v a l u e o f s = 0 + j 1 . 5 7 1 c / A .

I t i s a l s o p o s s i b l e t o d e s c r i b e t h e l i m i t i n g b e h a v i o r o f t h e

n a t u r a l f r e q u e n c i e s c o r r e s p o n d i n g t o c a s e 1 a n d c a s e 3 s y m m e t r y . A s

B / A + 0 , t h e c u r r e n t a s s o c i a t e d w i t h t h e s e s y m m e t r i e s a p p r o a c h e s t h a t

o n a n o p e n c i r c u i t e d t r a n s m i s s i o n l i n e . T h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f

t h i s s t r u c t u r e h a v e b e e n i n v e s t i g a t e d b y C h u a n g [ 7 3 ] b y a n a l y z i n g

p a r a l l e l c o u p l e d t h i n w i r e s . F o r a p a i r o f w i r e s e a c h o f l e n g t h L a n d

r a d i u s a = 0 . 0 1 L / 2 a t a s e p a r a t i o n o f D = 0 . 2 L , h e h a s o b t a i n e d a v a l u e o f

s = - 0 . 2 1 + j 1 . 4 0 c / ( L / 2 ) f o r t h e f i r s t o p e n c i r c u i t m o d e . F i g u r e

7 . 7 . 2 s h o w s t h a t t h e f i r s t o p e n c i r c u i t m o d e o f t h e e l l i p t i c a l l o o p

( c a s e 1 s y m m e t r y ) h a s a n a t u r a l f r e q u e n c y o f s = - 0 . 2 2 + j 1 . 4 2 c / A

w h e n B / A = 0 . 2 . T h i s i s a v e r y c l o s e m a t c h .

T h e c u r r e n t d i s t r i b u t i o n s c o r r e s p o n d i n g t o t w o s e t s o f e l l i p t i -

c a l m o d e s h a v e a l s o b e e n p l o t t e d , f o r B / A = 0 . 4 , a n d a r e s h o w n i n

F i g u r e s 7 . 7 . 7 t h r o u g h 7 . 7 . 1 0 . F i g u r e 7 . 7 . 7 s h o w s t h e r e a l p a r t o f t h e

c u r r e n t s w h i c h c o r r e s p o n d t o t h e t w o m o d e s a r i s i n g f r o m t h e n = 2 T y p e I

c i r c u l a r m o d e , w h i l e F i g u r e 7 . 7 . 8 s h o w s t h e i m a g i n a r y p a r t . S i m i -

l a r l y , F i g u r e 7 . 7 . 9 d i s p l a y s t h e r e a l p a r t o f t h e c u r r e n t s a s s o c i a t e d

w i t h t h e m o d e s a r i s i n g f r o m t h e n = 3 T y p e I c i r c u l a r m o d e , w h i l e F i g u r e

7 . 7 . 1 0 s h o w s t h e i m a g i n a r y p a r t . E a c h o f t h e s e c u r r e n t d i s t r i b u t i o n s

i s p l o t t e d v e r s u s n o r m a l i z e d a r c l e n g t h p o s i t i o n ( n o t a n g l e . ) T h e r e a l

p a r t s a r e s e e n t o b e q u i t e c l o s e t o s i n u s o i d a l d i s t r i b u t i o n s , d e s p i t e a
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I m a g i n a r y p a r t o f c u r r e n t d i s t r i b u t i o n o n e l l i p s e w i t h

B / A = O . 4 , f o r c a s e 3 ( s o l i d l i n e ) a n d c a s e 4 ( d o t t e d

l i n e ) s y m m e t r i e s a r i s i n g f r o m n = 2 c i r c u l a r m o d e .

A m p l i t u d e i s s c a l e d r e l a t i v e t o r e a l p a r t .
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l i n e ) s y m m e t r i e s a r i s i n g f r o m n = 3 c i r c u l a r m o d e .

A m p l i t u d e i s s c a l e d r e l a t i v e t o r e a l p a r t .
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v a l u e o f B / A d i r e c t l y i n t e r m e d i a t e b e t w e e n a c i r c l e ( B / A = 1 ) a n d a

t r a n s m i s s i o n l i n e ( B / A = 0 ) .

F i g u r e s 7 . 7 . 2 t h r o u g h 7 . 7 . 6 s h o w t h a t e a c h T y p e I p o l e s p l i t s

i n t o f r e q u e n c i e s w h i c h h a v e v e r y s i m i l a r i m a g i n a r y p a r t s , b u t d i f f e r e n t

r e a l p a r t s . T h u s , i t m i g h t s e e m a t f i r s t t h a t a m e a s u r e m e n t o f t h e

r e s p o n s e o f t h i s t a r g e t w o u l d p r o v i d e a g o o d m e a n s o f c h e c k i n g t h e

a b i l i t y o f n a t u r a l f r e q u e n c y e x t r a c t i o n s c h e m e s t o s e p a r a t e n e a r l y

d e g e n e r a t e m o d e s . H o w e v e r , t h e p r e s e n t e x p e r i m e n t o n l y a l l o w s t r a n s -

m i s s i o n o v e r a c o n d u c t i n g g r o u n d s c r e e n . B e c a u s e o f t h e i m a g e e f f e c t ,

t h i s a l l o w s c u r r e n t d i s t r i b u t i o n s o b e y i n g o n l y s y m m e t r y c a s e s 1 a n d 3

o r o n l y 2 a n d 4 t o b e p r e s e n t a t o n e t i m e ( d e p e n d i n g u p o n w h e t h e r t h e

l o n g o r s h o r t a x i s o f t h e e l l i p s e i s p e r p e n d i c u l a r t o t h e g r o u n d

s c r e e n . )

I t i s n o w a p p a r e n t t h a t T y p e I c i r c u l a r m o d e s s p l i t i n t o

e l l i p t i c a l m o d e s w h i c h m a k e i m p o r t a n t c o n t r i b u t i o n s t o t h e l a t e - t i m e

r e s p o n s e . T h e q u e s t i o n r e m a i n s a s t o w h e t h e r a n y T y p e I I o r T y p e I I I

c i r c u l a r m o d e s b e c o m e i m p o r t a n t e l l i p t i c a l m o d e s . T h a t i s , d o a n y o f

t h e T y p e I I o r T y p e I I I p o l e s s p l i t i n t o n a t u r a l f r e q u e n c i e s w h i c h h a v e

t r a j e c t o r i e s c a r r y i n g t h e m n e a r t o t h e i m a g i n a r y a x i s ? I t i s a l s o

i m p o r t a n t t o a s k w h e t h e r a n y e l l i p t i c a l f r e q u e n c i e s e x i s t w h i c h d o n o t

a r i s e f r o m c i r c u l a r p o l e s . A n e x t e n s i v e s e a r c h o f t h e c o m p l e x

f r e q u e n c y p l a n e h a s n o t b e e n p e r f o r m e d , a n d t h u s t h e l a t t e r q u e s t i o n

c a n n o t b e a n s w e r e d . H o w e v e r , a p r e l i m i n a r y i n v e s t i g a t i o n i n t o t h e

p r o p e r t i e s o f t h e T y p e I I p o l e s h a s b e e n u n d e r t a k e n .

T h e n = 1 f r e q u e n c y o f t h e f i r s t l a y e r o f T y p e I I p o l e s i s f o u n d

b y s o l v i n g e q u a t i o n ( 7 . 3 . 1 6 ) t o b e s = - 1 . 3 5 + j 1 . 5 5 c / A . F i g u r e
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7 . 7 . 1 1 s h o w s t h e t r a j e c t o r i e s o f t h e t w o e l l i p t i c a l l o o p f r e q u e n c i e s

w h i c h s p l i t o f f f r o m t h i s p o l e . E a c h i s s e e n t o h a v e d a m p i n g

c o e f f i c i e n t s w h i c h i n c r e a s e ( n e g a t i v e l y ) a s B / A i s d e c r e a s e d . T h i s

m e a n s t h a t t h i s s e t o f p o l e s d o e s n o t c o r r e s p o n d t o m o d e s w h i c h m a k e

i m p o r t a n t c o n t r i b u t i o n s t o t h e l a t e - t i m e r e s p o n s e o f t h e e l l i p t i c a l

l o o p . F i g u r e s 7 . 7 . 1 2 a n d 7 . 7 . 1 3 s h o w t h e r e a l a n d i m a g i n a r y p a r t s o f

t h e c u r r e n t d i s t r i b u t i o n s a s s o c i a t e d w i t h t h e s e n a t u r a l f r e q u e n c i e s ,

f o r a v a l u e o f B / A = 0 . 4 .

W i t h t h e a b o v e i n f o r m a t i o n , i t i s n o t a b a d a s s u m p t i o n t h a t o n l y

T y p e I c i r c u l a r p o l e s g i v e r i s e t o e l l i p t i c a l m o d e s w h i c h m a k e

i m p o r t a n t c o n t r i b u t i o n s t o t h e l a t e — t i m e r e s p o n s e o f t h e e l l i p t i c a l

l o o p s c a t t e r e r . T h u s , i t i s p o s s i b l e t o c o n s t r u c t E - p u l s e s w h i c h

s h o u l d d o a g o o d j o b o f e x t i n g u i s h i n g t h e l a t e — t i m e r e s p o n s e o f t h i s

t a r g e t . F i g u r e 7 . 7 . 1 4 s h o w s a m i n i m u m d u r a t i o n n a t u r a l E - p u l s e

d e s i g n e d t o e l i m i n a t e t h e f i r s t f i v e T y p e I m o d e s o f t h e c i r c u l a r l o o p

( w h o s e n a t u r a l f r e q u e n c i e s a r e s h o w n i n F i g u r e 7 . 7 . 1 . ) T h e s i m i l a r i t y

b e t w e e n t h i s E - p u l s e a n d t h e t h i n c y l i n d e r E - p u l s e o f F i g u r e 5 . 5 . 1 . 2

i s m o s t s t r i k i n g , b u t e a s i l y e x p l a i n e d b y t h e s i m i l a r i t i e s i n t h e

d i s t r i b u t i o n s o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h e t w o o b j e c t s . F i g u r e

7 . 7 . 1 5 s h o w s a n E - p u l s e d e s i g n e d t o e l i m i n a t e t h e t e n e l l i p t i c a l m o d e s

w h i c h a r i s e f r o m t h e f i r s t f i v e T y p e I c i r c u l a r m o d e s , f o r B / A = 0 . 4 .

T h i s E - p u l s e w a v e f o r m i s q u i t e d i f f e r e n t f r o m t h a t o f t h e c i r c u l a r

l o o p , b u t i s s t i l l v e r y w e l l b e h a v e d . T h i s s u g g e s t s t h a t n a t u r a l

E - p u l s e s s y n t h e s i z e d t o e l i m i n a t e n e a r l y d e g e n e r a t e m o d e s c a n b e q u i t e

s m o o t h , a n i m p o r t a n t f a c t s i n c e m o s t r e a l i s t i c t a r g e t s w i l l p r o b a b l y

h a v e s u c h m o d e s .
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e l i m i n a t e t h e t e n m o d e s o f t h e e l l i p t i c a l l o o p

s c a t t e r e r a r i s i n g f r o m t h e f i r s t f i v e T y p e I c i r c u l a r

m o d e s , f o r B / A = 0 . 4 .
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E X P E R I M E N T

8 . 1 I n t r o d u c t i o n

B e s i d e s p r o v i d i n g a b a s i c d e s c r i p t i o n o f t h e M S U s c a t t e r i n g

r a n g e a n d m e a s u r e m e n t f a c i l i t i e s , t h i s c h a p t e r h a s t w o m a i n p u r p o s e s .

T h e f i r s t i s t o p r e s e n t e x p e r i m e n t a l j u s t i f i c a t i o n f o r u s i n g t h e S E M

e x p a n s i o n o f t h e l a t e - t i m e t a r g e t s c a t t e r e d f i e l d w a v e f o r m . T h i s i s .

a c c o m p l i s h e d b y c o m p a r i n g t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f a t h i n c y l i n d e r

t a r g e t o b t a i n e d f r o m a t i m e d o m a i n m e a s u r e m e n t o f s c a t t e r e d f i e l d o r

s u r f a c e c u r r e n t w i t h t h o s e p r e d i c t e d f r o m S E M a n a l y s i s . A v e r i f i -

c a t i o n o f t h e a s p e c t i n d e p e n d e n c e o f t a r g e t n a t u r a l f r e q u e n c i e s w i l l

a l s o b e g i v e n , v i a t i m e d o m a i n s u r f a c e c u r r e n t m e a s u r e m e n t s t a k e n a t

m u l t i p l e a s p e c t s . N o t e t h a t e a c h o f t h e s e t a s k s r e q u i r e s t h e u t i l i -

z a t i o n o f a n a t u r a l f r e q u e n c y e x t r a c t i o n s c h e m e , a n d t h u s a l s o

p r o v i d e s a p r a c t i c a l t e s t f o r t h e t e c h n i q u e s o f c h a p t e r 6 .

S e c o n d , w i t h t h e l e g i t i m a c y o f t h e S E M e x p a n s i o n s t r e n g t h e n e d

b y e m p i r i c a l o b s e r v a t i o n , a n e x p e r i m e n t a l v e r i f i c a t i o n o f t h e E - p u l s e

c o n c e p t c a n b e s o u g h t . T h i s i s d o n e u s i n g t h e s c a t t e r e d f i e l d

m e a s u r e m e n t s o f t w o a i r c r a f t s c a l e m o d e l s - - t h o s e o f a B o e i n g 7 0 7

a n d a M c D o n n e l D o u g l a s F - 1 8 .

3 7 4
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8 . 2 E x p e r i m e n t a l F a c i l i t y a n d M e a s u r e m e n t S y s t e m

A f a c i l i t y f o r t h e m e a s u r e m e n t o f t h e t i m e d o m a i n s c a t t e r e d

f i e l d , s u r f a c e c u r r e n t , a n d s u r f a c e c h a r g e r e s p o n s e o f r a d a r t a r g e t s

h a s b e e n e s t a b l i s h e d a t M i c h i g a n S t a t e U n i v e r s i t y . A r o u g h s k e t c h o f

t h i s t r a n s i e n t s c a t t e r i n g r a n g e i s s h o w n i n F i g u r e 8 . 2 . 1 .

T a r g e t e x c i t a t i o n i s p r o v i d e d b y a n i n c i d e n t e l e c t r o m a g n e t i c

w a v e r a d i a t e d b y a m o n o c o n e a n t e n n a s u s p e n d e d o v e r a l a r g e c o n d u c t i n g

g r o u n d s c r e e n . T h e a n t e n n a h a s a n a x i a l h e i g h t o f 2 . 4 m e t e r s , a p o l a r

a n g l e o f 8 0 , a n d a c h a r a c t e r i s t i c i m p e d a n c e o f 1 6 0 0 . I t t r a n s m i t s a

s p h e r i c a l T E M w a v e w h i c h a p p r o x i m a t e s a p l a n e w a v e p o l a r i z e d p e r p e n -

d i c u l a r t o t h e g r o u n d s c r e e n a t t h e p o s i t i o n o f t h e t a r g e t . T h e g r o u n d

s c r e e n c o n s i s t s o f n i n e i n d i v i d u a l 4 x 8 f t a l u m i n u m s h e a t h e d m o d u l e s ,

a n d h a s o v e r a l l d i m e n s i o n s o f 1 6 x 2 0 f t . T h i s p r o v i d e s a " w i n d o w " o f

a p p r o x i m a t e l y 1 4 n a n o s e c o n d s i n w h i c h t o p e r f o r m t h e m e a s u r e m e n t s ,

b e f o r e r e f l e c t i o n s f r o m t h e e d g e s o f t h e g r o u n d s c r e e n a n d t h e t o p o f

t h e a n t e n n a r e t u r n .

F i g u r e 8 . 2 . 2 s h o w s a s c h e m a t i c r e p r e s e n t a t i o n o f t h e m e a s u r e -

m e n t s y s t e m a s s o c i a t e d w i t h t h e s c a t t e r i n g r a n g e . R e c e p t i o n o f t h e

e l e c t r o m a g n e t i c f i e l d s c a t t e r e d b y a r a d a r t a r g e t i s p r o v i d e d b y t h e

i n d i c a t e d ( 2 c m ) m o n o p o l e p r o b e , w h i c h i s l o c a t e d a b o u t 1 . 4 m f r o m t h e

t r a n s m i t t i n g a n t e n n a . T a r g e t s u r f a c e c h a r g e o r s u r f a c e c u r r e n t c a n

a l s o b e m e a s u r e d b y p l a c i n g a s h o r t m o n o p o l e o r a ( 5 m m d i a m e t e r )

s h i e l d e d l o o p p r o b e [ 7 5 ] d i r e c t l y o n t h e s u r f a c e o f t h e t a r g e t . T h e

c o n n e c t i o n s s h o w n i n F i g u r e 8 . 2 . 2 r e m a i n u n c h a n g e d .

T h e m o n o c o n e a n t e n n a i s d r i v e n b y a T e k t r o n i x 1 0 9 p u l s e r , w h i c h

p r o v i d e s q u a s i - r e c t a n g u l a r p u l s e s ( 1 0 0 p s r i s e t i m e ) o f a p p r o x i m a t e l y
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n a n o s e c o n d d u r a t i o n a t a r a t e o f 8 0 0 H z . A n e x t e r n a l p o w e r s u p p l y

a l l o w s p u l s e a m p l i t u d e s o f u p t o 5 0 0 v o l t s . S i n c e t h e a n t e n n a

i m p e d a n c e i s n e a r l y c o n s t a n t o v e r a l a r g e r a n g e o f f r e q u e n c i e s , t h e

p u l s e i s t r a n s m i t t e d w i t h l i t t l e d i s t o r t i o n . A v a r i a b l e d e l a y i s

p r o v i d e d b y a d j u s t i n g t h e c a b l e l e n g t h s i n t h e s y s t e m . T h i s a l l o w s t h e

m o v e m e n t o f t h e t a r g e t r e s p o n s e r e l a t i v e t o o t h e r e v e n t s .

T h e o u t p u t o f t h e p u l s e r i s u s e d t o t r i g g e r a T e k t r o n i x p s -

r i s e t i m e s a m p l i n g o s c i l l o s c o p e . C h a n n e l B o f t h e s c o p e i s f e d b y t h e

s i g n a l f r o m t h e t a r g e t r e s p o n s e p r o b e , w h i l e c h a n n e l A o f t h e s c o p e

i s c o n n e c t e d t o a r e f e r e n c e p r o b e l o c a t e d a t a p o s i t i o n c o n v e n i e n t f o r

t i m i n g p u r p o s e s . T h e r e f e r e n c e p r o b e i s u s e d t o m e a s u r e c h a n g e s i n

t i m i n g a n d a m p l i t u d e b e t w e e n r u n s . A n a n a l o g - t o - d i g i t a l c o n v e r t e r

i n t e r f a c e s t h e s a m p l i n g o s c i l l o s c o p e w i t h a I R S - 8 0 m i c r o c o m p u t e r ,

w h i c h a c q u i r e s t h e m e a s u r e d d a t a u n d e r s o f t w a r e c o n t r o l . E a c h o f t h e

h o r i z o n t a l s w e e p v o l t a g e a n d t h e v e r t i c a l v o l t a g e s o f c h a n n e l A a n d

c h a n n e l B o f t h e o s c i l l o s c o p e i s a c c e s s e d t h r o u g h a s e p a r a t e c h a n n e l

i n t h e A / D c o n v e r t e r .

O n c e m e a s u r e d d a t a h a s b e e n a c q u i r e d a n d i s i n t h e m i c r o -

c o m p u t e r m e m o r y , i t c a n b e p r o c e s s e d a n d p l a c e d o n l o c a l d i s k m e m o r y

o r t r a n s m i t t e d v i a t e l e p h o n e l i n e s t o t h e M S U C y b e r - 7 5 0 m a i n f r a m e

c o m p u t e r s y s t e m .

8 . 3 D a t a A c q u i s i t i o n a n d P r o c e s s i n g P r o c e d u r e

A s m e n t i o n e d i n t h e p r e v i o u s s e c t i o n , r e c e p t i o n o f t a r g e t

s c a t t e r e d f i e l d i s p r o v i d e d b y m e a n s o f a s h o r t m o n o p o l e p r o b e . T h e

r e a s o n f o r u s i n g s u c h a l o w g a i n a n t e n n a i s t h a t i t s t r a n s f e r f u n c t i o n
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i s e a s i l y m o d e l e d a s a p u r e d i f f e r e n t i a t o r . T h i s a l l o w s t h e e f f e c t s

o f t h e r e c e i v i n g a n t e n n a t o b e r e m o v e d b y a p p l y i n g s i m p l e i n t e g r a t i o n

t o t h e m e a s u r e d d a t a . T h e e f f e c t s o f a h i g h e r g a i n a n t e n n a , s u c h a s

a h o r n , d o n o t m a n i f e s t t h e m s e l v e s s o s i m p l y , a n d r e q u i r e a d e c o n -

v o l u t i o n p r o c e s s f o r t h e s e p a r a t i o n o f t h e t a r g e t r e s p o n s e f r o m t h e

m e a s u r e d d a t a .

T h e l o w g a i n o f t h e r e c e i v i n g p r o b e r e s u l t s i n a m e a s u r e d

s i g n a l t h a t i s s e v e r e l y h a m p e r e d b y t h e p r e s e n c e o f r a n d o m n o i s e . T o

c o m b a t t h i s p r o b l e m , t h e d a t a a c q u i s i t i o n p r o c e s s i n v o l v e s m a k i n g

r e p e a t e d m e a s u r e m e n t r u n s a n d a v e r a g i n g t h e r e s u l t s . T h i s h a s b e e n

f o u n d t o i n c r e a s e t h e s i g n a l t o n o i s e r a t i o c o n s i d e r a b l y . H o w e v e r ,

i n c o n s i s t a n c i e s i n t h e m e a s u r e m e n t s b e t w e e n r u n s d u e t o o s c i l l o s c o p e

t r i g g e r i n g j i t t e r , i n a c c u r a t e r e p r o d u c t i o n o f s a m p l i n g d e n s i t y , a n d

d r i f t i n g o f t h e v e r t i c a l a m p l i f i e r c h a r a c t e r i s t i c s a n d t h e e x t e r n a l

p o w e r s u p p l y v o l t a g e n e c c e s s i t a t e t h e i m p l e m e n t a t i o n o f f a i r l y

s o p h i s t i c a t e d d a t a a c q u i s i t i o n a n d p r o c e s s i n g s o f t w a r e .

F i g u r e 8 . 3 . 1 s h o w s w h a t m i g h t b e v i e w e d a s a t y p i c a l t r a c e o n

t h e s a m p l i n g o s c i l l o s c o p e , d i s p l a y i n g b o t h t h e s i g n a l f r o m t h e t a r g e t

p r o b e a n d t h e s i g n a l f r o m t h e r e f e r e n c e p r o b e . B e c a u s e t h e A / D

c o n v e r t e r w i l l o n l y a c c e p t v o l t a g e v a l u e s b e t w e e n z e r o a n d f i v e v o l t s ,

t h e D C o f f s e t o n t h e v e r t i c a l a m p l i f i e r s o f e a c h c h a n n e l o f t h e s c o p e

m u s t b e a d j u s t e d s o t h a t a n y p o r t i o n o f t h e t r a c e w h i c h i s t o b e

m e a s u r e d a c c u r a t e l y f a l l s i n s i d e t h i s r a n g e . T h e f i r s t l a r g e p o s i t i v e

g o i n g a n d n e g a t i v e g o i n g p e a k s o n b o t h t h e t a r g e t r e s p o n s e a n d

r e f e r e n c e p r o b e t r a c e s r e p r e s e n t t h e d i f f e r e n t i a t e d v e r s i o n o f t h e

i n c i d e n t p u l s e w a v e f o r m . T h e a m p l i f i e r g a i n o n t h e s c o p e i s t u r n e d u p
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t o n e a r m a x i m u m o n t h e c h a n n e l w h i c h i n v o l v e s t h e t a r g e t t r a c e , t o

a c c e n t u a t e t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e t a r g e t r e s p o n s e . H o w e v e r ,

t h i s c a u s e s t h e i n i t i a l t w o p e a k s t o v e n t u r e o u t s i d e t h e f i v e v o l t

r a n g e a l l o w e d b y t h e A / D c o n v e r t e r . F o r t u n a t e l y , t h e p o s i t i v e g o i n g

p e a k i s l i m i t e d a t f i v e v o l t s b y t h e s c o p e i t s e l f , a n d s o d o e s n o

d a m a g e . T h e n e g a t i v e g o i n g p e a k f a l l s b e l o w t h e z e r o v o l t l e v e l , a n d

t e m p o r a r i l y i n t e r r u p t s t h e a c q u i s i t i o n o f d a t a . T h i s i s a n i m p o r t a n t

f a c t w h i c h m u s t b e e m p h a s i z e d : w h e n e v e r t h e A / D c o n v e r t e r i s p r e s e n t e d

w i t h a n e g a t i v e v o l t a g e , m e a s u r e m e n t s o f A L L s i g n a l s a r e i n t e r f e r e d

w i t h , a n d b e c o m e i n a c c u r a t e . F o r t u n a t e l y , t h e A / D c o n v e r t e r r e c o v e r s

r a p i d l y a f t e r t h e n e g a t i v e v o l t a g e i s r e m o v e d .

S c o p e g a i n a n d D C o f f s e t o n t h e r e f e r e n c e c h a n n e l a r e a d j u s t e d

s o t h a t t h e e n t i r e w a v e f o r m , e s p e c i a l l y t h e f i r s t p o s i t i v e g o i n g p e a k ,

a r e w e l l w i t h i n t h e f i v e v o l t r a n g e a l l o w e d b y t h e A / D c o n v e r t e r . T h e

h e i g h t a n d t i m e p o s i t i o n o f t h e f i r s t p e a k a r e u s e d a s t i m e a n d

a m p l i t u d e r e f e r e n c e s f o r a d j u s t i n g e a c h d a t a r u n b e f o r e a v e r a g i n g . A s

s u c h , i t i s i m p o r t a n t t h a t t h e r e l a t i v e p o s i t i o n o f t h i s p e a k i s

r e m o v e d i n t i m e f r o m t h e p o s i t i o n o f t h e f i r s t n e g a t i v e g o i n g p e a k o f

t h e t a r g e t t r a c e , f o r t h e r e a s o n s m e n t i o n e d a b o v e . T h i s i s e a s i l y

a c c o m p l i s h e d b y c h o o s i n g t h e c o r r e c t c a b l e l e n g t h s , o r b y a d j u s t i n g

t h e i n t e r n a l s c o p e d e l a y v i a t h e " B d e l a y " k n o b .

F i g u r e 8 . 3 . 2 s h o w s a f l o w c h a r t o f t h e d a t a a c q u i s i t i o n a n d

p r o c e s s i n g r o u t i n e s . T h e d a t a a c q u i s i t i o n p h a s e c o n s i s t s o f m a k i n g

s e v e r a l ( t y p i c a l l y t e n ) s e p a r a t e t r a c e s , f i r s t w i t h t h e t a r g e t p r e s e n t ,

a n d t h e n w i t h t h e t a r g e t r e m o v e d . T h e o s c i l l o s c o p e s a m p l i n g d e n s i t y

i s a d j u s t e d s u c h t h a t e a c h d a t a r u n t a k e s r o u g h l y f i v e s e c o n d s t o
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c o m p l e t e . I t i s i m p o r t a n t t h a t t h e s a m p l i n g d e n s i t y b e h i g h e n o u g h

f o r t h e t a r g e t r e s p o n s e t o b e a c c u r a t e l y r e p r o d u c e d . D a t a a c q u i s i t i o n

s o f t w a r e ( a F O R T R A N p r o g r a m ) a l l o w s t h e s e l e c t i o n o f A / D c o n v e r t e r

s a m p l i n g r a t e s v a r y i n g f r o m z e r o t o 1 0 0 0 s a m p l e s p e r s e c o n d . H o w e v e r ,

t h e a m o u n t o f a v a i l a b l e m i c r o c o m p u t e r m e m o r y p u t s a l i m i t o n t h e n u m b e r

o f p o i n t s a l l o w e d i n e a c h d a t a r u n : 4 0 0 w h e n u s i n g p r o g r a m D A T P R O C f o r

p r o c e s s i n g , a n d 1 0 0 0 w h e n u s i n g r o u t i n e D A T P R O L . T h u s , a s a m p l i n g r a t e

o f 4 0 0 s a m p l e s / 5 s e c o n d s = 8 0 s a m p l e s / s e c i s t y p i c a l .

T h e d a t a a c q u i s i t i o n p h a s e b e g i n s b y r u n n i n g t h e F O R T R A N p r o g r a m

D A T A C Q . T h i s p r o g r a m c o n t r o l s t h e A / D c o n v e r t e r a n d i n t e r f a c e s w i t h

t h e e x p e r i m e n t e r v i a k e y b o a r d c o n t r o l . I t b e g i n s b y a s k i n g f o r t h e

n u m b e r , N , o f t a r g e t r u n s ( t a r g e t p r e s e n t ) a n d c l u t t e r r u n s ( t a r g e t

a b s e n t ) t h e o p e r a t o r w i s h e s t o m a k e , t h e A / D c o n v e r t e r s a m p l i n g r a t e

d e s i r e d , a n d t h e s c o p e t i m e p e r d i v i s i o n u s e d ( t y p i c a l l y o n e o r t w o

n a n o s e c o n d s ) . I t w i l l t h e n l o o p t h r o u g h t h e e n t i r e d a t a a c q u i s i t i o n

p r o c e s s N t i m e s . A t e a c h s t e p t h e o p e r a t o r i n d i c a t e s t h a t h e / s h e w a n t s

t h e a c q u i s i t i o n o f t h e c u r r e n t d a t a s e t t o b e g i n . T h e p r o g r a m s t a r t s

c o n v e r t i n g t h e h o r i z o n t a l v o l t a g e c h a n n e l a n d w a i t s f o r t h e v o l t a g e t o

e x c e e d a p r e s e t l e v e l ( a r o u n d 5 0 m v ) . T h u s , t h e s y s t e m s i t s i d l e u n t i l

t h e e x p e r i m e n t e r p u s h e s t h e s i n g l e s w e e p b u t t o n o n t h e s c o p e . T h i s

i n i t i a t e s t h e t r a c e a n d t h e c o m p u t e r b e g i n s t o s t o r e d a t a f o r t h e

h o r i z o n t a l a n d t h e t w o v e r t i c a l v o l t a g e s i n F O R T R A N a r r a y s .

I t i s i m p o r t a n t f o r t h e o p e r a t o r t o a d j u s t t h e t i m i n g s o t h a t

t h e u p w a r d g o i n g e d g e o f t h e f i r s t p e a k d o e s n o t s t a r t u n t i l a t l e a s t

t w e n t y s a m p l e s i n t o t h e t r a c e . T h i s f i r s t g r o u p o f s a m p l e s i s u s e d t o

d e t e r m i n e t h e D C l e v e l s o f t h e t a r g e t a n d r e f e r e n c e t r a c e s a t t h e
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b e g i n n i n g o f t h e d a t a r u n . I t i s a l s o i m p o r t a n t t h a t t h e A / D s a m p l i n g

r a t e b e a d j u s t e d s o t h a t a t l e a s t t w e n t y s a m p l e s a r e t a k e n a f t e r t h e

s c o p e h a s p e r f o r m e d i t s r e t r a c e . T h i s g r o u p i s u s e d t o c a l c u l a t e t h e

D C l e v e l s a t t h e e n d o f t h e r u n . T h e D C l e v e l s a r e s u b t r a c t e d f r o m

t h e d a t a d u r i n g s u b s e q u e n t d a t a p r o c e s s i n g .

A f t e r t h e d a t a r u n h a s f i n i s h e d , t h e c o m p u t e r g i v e s t h e o p e r a t o r

t h e o p t i o n o f r e t a k i n g t h e r u n ( i n c a s e o f p r o b l e m s i n c u r r e d d u r i n g t h e

s w e e p ) , v i e w i n g t h e a c q u i r e d d a t a , r e s e t t i n g t h e s a m p l i n g r a t e , o r

w r i t i n g t h e d a t a t o f l o p p y d i s k . E a r l y v e r s i o n s o f t h e d a t a a c q u i s i t i o n

r o u t i n e w r o t e e a c h o f t h e s a m p l e d h o r i z o n t a l a n d t h e t w o v e r t i c a l

v o l t a g e s t o d i s k . H o w e v e r , t h i s i s m o r e i n f o r m a t i o n t h a n n e e d s t o b e

s a v e d . P r o g r a m D A T A C Q s t i l l w r i t e s t h e t a r g e t v e r t i c a l v o l t a g e d a t a

s e r i e s , b u t i n s t e a d o f w r i t i n g t h e e n t i r e h o r i z o n t a l d a t a s e t , i t

c a l c u l a t e s a n d w r i t e s o n l y t h e n u m b e r o f s a m p l e s t a k e n b e f o r e t h e

r e t r a c e . T h i s d e t e r m i n e s t h e r e a l t i m e ( s c o p e ) s a m p l i n g d e n s i t y , w h i c h

i s a s s u m e d t o r e m a i n c o n s t a n t d u r i n g a t r a c e . N e x t , r a t h e r t h a n

w r i t i n g t h e e n t i r e r e f e r e n c e v e r t i c a l v o l t a g e d a t a s e t t o d i s k , t h e

p r o g r a m c a l c u l a t e s a n d w r i t e s t h e D C l e v e l a t t h e b e g i n n i n g a n d t h e e n d

o f t h e r e f e r e n c e t r a c e ( b y a v e r a g i n g t h e s a m p l e s ) , t h e s a m p l e t i m e o f

t h e r e f e r e n c e p e a k , a n d t h e v e r t i c a l v o l t a g e v a l u e s o f t h e r e f e r e n c e

p e a k a n d i t s t w o n e a r e s t n e i g h b o r s . I t i s i m p o r t a n t t o k e e p t h e d i s k

w r i t i n g t i m e t o a m i n i m u m i n o r d e r t o m a k e t h e e n t i r e d a t a a c q u i s i t i o n

p r o c e s s a s s h o r t a s p o s s i b l e . T h i s m i n i m i z e s t h e a m o u n t o f s c o p e

d r i f t i n g b e t w e e n d a t a r u n s .

A f t e r N r u n s a r e c o m p l e t e d w i t h t h e t a r g e t p r e s e n t , a n e q u a l

n u m b e r o f r u n s a r e t a k e n w i t h t h e t a r g e t r e m o v e d . I f t h e t a r g e t
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s u r f a c e c u r r e n t o r s u r f a c e c h a r g e i s t o b e m e a s u r e d , t h e n t h i s s t e p i s

e l i m i n a t e d . W h e n t h e l a s t d a t a s e t h a s b e e n w r i t t e n t o d i s k , t h e

d a t a a c q u i s i t i o n p h a s e i s c o m p l e t e .

D a t a p r o c e s s i n g b e g i n s b y r u n n i n g e i t h e r p r o g r a m D A T P R O C o r

D A T P R O L . B o t h p r o g r a m s a r e w r i t t e n i n F O R T R A N , a n d r u n a u t o m a t i c a l l y ,

w i t h o u t a n y u s e r i n p u t . T h e r e f e r e n c e d a t a s e t f o r t h e f i r s t t a r g e t

r u n i s r e a d f r o m d i s k i n t o c o m p u t e r m e m o r y a n d t h e r e a l t i m e p o s i t i o n

( i n n a n o s e c o n d s ) a n d t h e a m p l i t u d e o f t h e r e f e r e n c e p e a k a r e c a l c u l a t e d .

T h e D C l e v e l o f t h e r e f e r e n c e s i g n a l i s r e m o v e d b y p e r f o r m i n g l i n e a r

i n t e r p o l a t i o n b e t w e e n t h e b e g i n n i n g a n d e n d i n g D C l e v e l s , a n d s u b -

t r a c t i n g . I t i s f o u n d t h a t t h e s e t w o l e v e l s a r e r a r e l y t h e s a m e , d u e

t o d r i f t i n g i n t h e s c o p e a m p l i f i e r s d u r i n g t h e d a t a r u n . T h e r e i s

a c t u a l l y n o r e a s o n t o b e l i e v e t h a t t h i s d r i f t i s l i n e a r , b u t s u c h a n

a p p r o x i m a t i o n i s a l l t h a t i s a v a i l a b l e . A l s o c a l c u l a t e d f r o m t h e f i r s t

r u n i s t h e s c o p e s a m p l i n g d e n s i t y . E a c h o f t h e s e p a r a m e t e r s i s s t o r e d

i n m e m o r y a n d i s u s e d a s a r e f e r e n c e f o r c o m p a r i s o n w i t h l a t e r d a t a

r u n s .

T h e v e r t i c a l t a r g e t d a t a s e t f o r t h e f i r s t t a r g e t r u n i s a l s o

r e a d i n t o m e m o r y . T h e b e g i n n i n g a n d e n d i n g D C l e v e l s a r e c a l c u l a t e d

b y a v e r a g i n g t h e b e g i n n i n g a n d e n d i n g s a m p l e s , a n d a r e s u b t r a c t e d o f f

i n t h e s a m e l i n e a r f a s h i o n a s a b o v e . T h i s d a t a s e t i s t h e n u s e d a s t h e

b a s i s w i t h w h i c h t o c o m p a r e t h e r e m a i n i n g s e t s .

F o l l o w i n g t h e a n a l y s i s o f t h e i n i t i a l r u n , e a c h a d d i t i o n a l

d a t a s e t i s r e a d i n t o m e m o r y a n d p r o c e s s e d . F i r s t t h e D C l e v e l o f t h e

r e f e r e n c e s i g n a l i s s u b t r a c t e d o f f , a s b e f o r e . T h e n t h e s a m p l i n g

d e n s i t y i s r e a d f r o m d i s k , a n d t h e t i m e s c a l e i s a d j u s t e d t o m a t c h
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t h a t o f t h e f i r s t d a t a s e t . N e x t , t h e a m p l i t u d e a n d t i m e p o s i t i o n o f

t h e r e f e r e n c e p e a k a r e c a l c u l a t e d . T h e s e a r e u s e d t o s c a l e a n d s h i f t

t h e t r a c e t o m a t c h t h e r e f e r e n c e s i g n a l o f t h e f i r s t d a t a s e t . T h e

l a s t s t e p b e f o r e a v e r a g i n g i s t o c a l c u l a t e t h e D C l e v e l s a t t h e

b e g i n n i n g a n d e n d o f t h e t a r g e t d a t a s e t , s u b t r a c t t h e D C l e v e l o n a

l i n e a r s c a l e , a n d , f i n a l l y , s c a l e t h e t a r g e t d a t a s e t b y t h e s a m e a m o u n t

a s r e q u i r e d t o m a t c h t h e a m p l i t u d e s o f t h e r e f e r e n c e p e a k s .

N o w , s i n c e i t i s l i k e l y t h a t n e i t h e r t h e r e f e r e n c e p e a k

p o s i t i o n n o r s a m p l i n g d e n s i t y w i l l m a t c h t h a t o f t h e f i r s t r u n , i t

b e c o m e s n e c e s s a r y t o e m p l o y a n i n t e r p o l a t i o n s c h e m e i n o r d e r t o

a v e r a g e s u b s e q u e n t d a t a s e t s w i t h t h e f i r s t . T h i s i s w h e r e r o u t i n e s

D A T P R O C a n d D A T P R O L d i f f e r . P r o g r a m D A T P R O C e m p l o y s a c u b i c s p l i n e

i n t e r p o l a t i o n p r o c e s s [ 4 8 ] , w h i c h r e q u i r e s a c o n s i d e r a b l e a m o u n t o f

c o m p u t e r m e m o r y , a n d t a k e s q u i t e a b i t o f t i m e t o e x e c u t e . H o w e v e r ,

i t i s v e r y a c c u r a t e . I n c o n t r a s t , p r o g r a m D A T P R O L p e r f o r m s a s i m p l e ,

l e s s a c c u r a t e l i n e a r i n t e r p o l a t i o n b e t w e e n d a t a p o i n t s . T h e d i f f e r e n c e

i n e x e c u t i o n t i m e i s q u i t e s u b s t a n t i a l . F o r e x a m p l e , i t t a k e s a b o u t

t w e n t y m i n u t e s t o p r o c e s s t e n d a t a a n d t e n c l u t t e r r u n s o n t h e T R S - 8 0

u s i n g D A T P R O C , a n d o n l y f i v e m i n u t e s u s i n g D A T P R O L . A l s o , b e c a u s e i t

d o e s n o t n e e d s p l i n i n g a r r a y s , D A T P R O L a l l o w s u p t o 1 0 0 0 d a t a p o i n t s

t o b e p r o c e s s e d f o r e a c h r u n , a s o p p o s e d t o t h e 4 0 0 p o i n t s a l l o w e d

b y D A T P R O C . M o s t i m p o r t a n t l y , e x p e r i e n c e h a s s h o w n t h a t w i t h t h e

t y p i c a l l y h i g h e x p e r i m e n t a l n o i s e l e v e l s , u s i n g l i n e a r i n t e r p o l a t i o n

g i v e s n e a r l y i d e n t i c a l r e s u l t s a s u s i n g c u b i c s p l i n e s . T h u s , u s e o f

p r o g r a m D A T P R O L i s s u g g e s t e d .

A s a f o o t n o t e , t h e F O R T R A N r o u t i n e s A C Q D A T a n d D A T P R O l a r e
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s l i g h t l y d i f f e r e n t v e r s i o n s o f D A T A C Q a n d D A T P R O C , m o d i f i e d b y

M a r t i n P e r r i n e , w h i c h a l l o w t h e m e a s u r e m e n t o f t a r g e t s u r f a c e c u r r e n t

a n d s u r f a c e c h a r g e . T h e s e r o u t i n e s m e r e l y a v o i d t h e a c q u i s i t i o n a n d

p r o c e s s i n g o f c l u t t e r w a v e f o r m s .

A v e r a g i n g o f s u b s e q u e n t d a t a s e t s i s a c c o m p l i s h e d b y u s i n g t h e

f i r s t d a t a s e t a s a t i m e b a s i s . T h e d a t a f r o m t h e s u b s e q u e n t s e t s i s

i n t e r p o l a t e d t o f i n d t h e v a l u e s a t t h e t i m e s o f t h e f i r s t s e t ' s p o i n t s ,

a n d i s a d d e d o n t o ( f o r t a r g e t r u n s ) o r s u b t r a c t e d o f f f r o m ( f o r

c l u t t e r r u n s ) t h e d a t a i n t h e f i r s t s e t . I f e v e r y t h i n g h a s g o n e

p e r f e c t l y , w h e n a l l t h e d a t a s e t s h a v e b e e n p r o c e s s e d , t h e n e t r e s u l t

i s t h e c l u t t e r - f r e e , d i f f e r e n t i a t e d r e s p o n s e o f t h e t a r g e t . T h i s

r e s p o n s e i s f i n a l l y w r i t t e n t o f l o p p y d i s k a s t h e p r o c e s s e d d a t a .

T h e d a t a p r o c e s s i n g a s d e s c r i b e d a b o v e i s f a i r l y c o m p l e x , a n d

i t i s n o t w i s e t o t r u s t t h e s o f t w a r e o n m e a s u r e d d a t a w i t h o u t f i r s t

c o n f i r m i n g i t s v i a b i l i t y . T o t h i s e n d , p r o g r a m P R O C T S T h a s b e e n

d e v e l o p e d w h i c h g e n e r a t e s t e n a r t i f i c i a l t a r g e t a n d c l u t t e r r u n s . E a c h

r u n i s g i v e n d i f f e r e n t s a m p l i n g d e n s i t i e s , s t a r t i n g a n d e n d i n g D C

l e v e l s , r e f e r e n c e w a v e f o r m a m p l i t u d e s , a n d r e f e r e n c e w a v e f o r m p o s i t i o n s .

T h e t a r g e t r e s p o n s e i s c o n s t r u c t e d a s a p e r f e c t s i n e w a v e , a n d t h e

c l u t t e r + i n c i d e n t f i e l d w a v e f o r m a s a s i n c f u n c t i o n w h i c h i s

l i m i t e d b e f o r e r e a c h i n g i t s p e a k ( a f t e r t h e D C h a s b e e n a d d e d ) . T h e

r e f e r e n c e w a v e f o r m i s a l s o c o n s t r u c t e d f r o m a s i n c f u n c t i o n , w i t h a m u c h

s m a l l e r a m p l i t u d e . T h e g e n e r a t e d d a t a i s a l l w r i t t e n t o d i s k u s i n g a

f o r m a t i d e n t i c a l w i t h p r o g r a m D A T A C Q . T h u s , w h e n D A T P R O C o r D A T P R O L

a r e e m p l o y e d , t h e r e s u l t s h o u l d b e a p e r f e c t s i n e w a v e . T h i s t e s t h a s

b e e n p e r f o r m e d , a n d h a s p r o v e n t h e v a l i d i t y o f e a c h r o u t i n e .
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A n u m b e r o f a d d i t i o n a l s t e p s a r e a v a i l a b l e f o r f u r t h e r e n h a n c e -

m e n t o f t h e p r o c e s s e d d a t a . D A T A S U M i s a F O R T R A N p r o g r a m w h i c h

i n t e g r a t e s t h e p r o c e s s e d d a t a b y u s i n g a s i m p l e r u n n i n g s u m . T h i s

a l l o w s t h e d i f f e r e n t i a t i o n i n t r o d u c e d b y t h e r e c e i v i n g p r o b e t o b e

r e m o v e d . H o w e v e r , i f t h e D C l e v e l o f t h e m e a s u r e d r e s p o n s e h a s n o t

b e e n h a n d l e d a d e q u a t e l y , t h e r e w i l l b e a n u n w a n t e d r a m p c o m p o n e n t a d d e d

t o t h e i n t e g r a t e d d a t a . P r o g r a m D A T A D J e x i s t s b o t h a s a B A S I C a n d a

F O R T R A N p r o g r a m f o r t h e r e m o v a l o f t h i s d r i f t . T h e B A S I C p r o g r a m i s

r u n f i r s t , a l l o w i n g t h e u s e r t o c h o o s e t h e s l o p e a n d i n t e r c e p t o f a

l i n e a r c u r v e w h i c h i s s u b t r a c t e d f r o m t h e i n t e g r a t e d d a t a . T h e u s e r

c a n t h e n h a v e t h e r e s u l t p l o t t e d o n t h e C R T o f t h e m i c r o c o m p u t e r , a n d

v i e w t h e r e s p o n s e . I f i t i s n o t t o h e r / h i s l i k i n g , h e / s h e c a n i n p u t

n e w p a r a m e t e r s . O n c e t h e s l o p e a n d i n t e r c e p t o f t h e b e s t l i n e h a v e

b e e n d e t e r m i n e d , t h e F O R T R A N v e r s i o n o f D A T A D J i s r u n , w r i t i n g t h e e n d

r e s u l t t o f l o p p y d i s k .

A t a n y p o i n t i n t h e d a t a a n a l y s i s , B A S I C p r o g r a m D A T P L O T a l l o w s

t h e p l o t t i n g o f a d i s k f i l e d a t a s e t o n t h e C R T s c r e e n , a n d a l s o a l l o w s

a h a r d c o p y t o b e p r i n t e d . A l s o a v a i l a b l e i s p r o g r a m F F T D , w h i c h i s a

B A S I C p r o g r a m e m p l o y i n g t h e f a s t F o u r i e r t r a n s f o r m a l g o r i t h m [ 7 4 ] t o

o b t a i n t h e F o u r i e r s p e c t r u m o f a d i s k f i l e d a t a s e t . T h i s a l l o w s a

p r e l i m i n a r y i d e n t i f i c a t i o n o f t h e i m a g i n a r y p a r t s o f t h e t a r g e t n a t u r a l

f r e q u e n c i e s , w h i c h c a n t h e n b e u s e d a s i n i t i a l g u e s s e s i n t h e m o r e

s o p h i s t i c a t e d n a t u r a l f r e q u e n c y e x t r a c t i o n s c h e m e s o f c h a p t e r 6 .

O n e m a i n g o a l o f a l l t h e d a t a p r o c e s s i n g r o u t i n e s d i s c u s s e d i s

t o a c c o m p l i s h a s m u c h a s p o s s i b l e i n t h e l a b o r a t o r y u s i n g t h e T R S - 8 0

m i c r o c o m p u t e r . A t t h i s t i m e , e v e r y t h i n g b u t t h e n a t u r a l f r e q u e n c y
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e x t r a c t i o n s c h e m e s c a n b e c o m p l e t e d q u i t e r a p i d l y i n t h e l a b . I t i s

n e c e s s a r y a s a l a s t s t e p t o t r a n s m i t t h e p r o c e s s e d d a t a o v e r t h e t e l e -

p h o n e l i n e s t o t h e M S U C y b e r - 7 5 0 m a i n f r a m e c o m p u t e r s y s t e m t o p e r f o r m

t h e f r e q u e n c y e x t r a c t i o n .

A n e f f o r t i s c u r r e n t l y u n d e r w a y t o t r a n s f e r a l l t h e d a t a

a c q u i s i t i o n a n d p r o c e s s i n g r e s p o n s i b i l i t i e s t o a n I B M P C c o m p u t e r .

T h e a d d i t i o n a l m e m o r y a n d m o r e r a p i d e x e c u t i o n t i m e o f t h e I B M m i c r o -

c o m p u t e r s h o u l d a l l o w a l l t h e n e c e s s a r y s t e p s o f t h e E - p u l s e t e c h n i q u e

t o b e a c c o m p l i s h e d i n t h e l a b o r a t o r y . T h i s i n c l u d e s n a t u r a l f r e q u e n c y

e x t r a c t i o n , E - p u l s e s y n t h e s i s , c o n v o l u t i o n , a n d t h e p r o c e s s i n g o f t h e

c o n v o l v e d r e s p o n s e s .

8 . 4 E x p e r i m e n t a l I n v e s t i g a t i o n o f S E M V a l i d i t y

T h e E - p u l s e c o n c e p t d i s c u s s e d i n t h i s t h e s i s i s b a s e d e n t i r e l y

u p o n t h e c o n j e c t u r e t h a t t h e l a t e - t i m e s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a

c o n d u c t i n g t a r g e t c a n b e w r i t t e n a s i n e q u a t i o n ( 2 . 4 . 4 ) - - t h a t i s ,

i t c a n b e r e p r e s e n t e d c o m p l e t e l y b y a s e r i e s o f n a t u r a l - r e s o n a n c e -

b a s e d d a m p e d s i n u s o i d f u n c t i o n s . I f t h i s e x p a n s i o n i s n o t c o r r e c t , o r

i f i t i s n o t c o m p l e t e , t h e n t h e E - p u l s e c o n c e p t w i l l f a i l . I t t h u s

b e c o m e s e x t r e m e l y p r u d e n t t o v e r i f y e x p e r i m e n t a l l y t h e n a t u r a l

r e s o n a n c e b e h a v i o r o f c o n d u c t i n g t a r g e t s .

A f f i r m a t i o n o f t h e n a t u r a l r e s o n a n c e d e s c r i p t i o n o f t h e l a t e -

t i m e r e s p o n s e o f a t a r g e t c a n b e a c c o m p l i s h e d b y c o m p a r i n g t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s e x t r a c t e d f r o m a m e a s u r e d t a r g e t r e s p o n s e w i t h t h o s e

o b t a i n e d f r o m a t h e o r e t i c a l S E M a n a l y s i s . T o t h e e x t e n t t h a t S E M

i n v o l v e s i m p l i c i t l y t h e a s s u m p t i o n o f a p u r e n a t u r a l r e s o n a n c e
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d e s c r i p t i o n , c l o s e a g r e e m e n t b e t w e e n t h e t w o s e t s o f f r e q u e n c i e s w o u l d

t e n d t o s u b s t a n t i a t e t h e S E M e x p a n s i o n . T h i s n e c e s s i t a t e s , h o w e v e r ,

t h e u s e o f a t a r g e t w h i c h h a s b e e n a n a l y z e d t h e o r e t i c a l l y . T h e t a r g e t

s h o u l d a l s o b e a h i g h Q s t r u c t u r e , t o m a k e t h e f r e q u e n c y e x t r a c t i o n

e a s i e r . T w o c a n d i d a t e s o b e y t h e s e c r i t e r i a - - t h e e l l i p t i c a l ( o r

c i r c u l a r ) l o o p o f c h a p t e r 7 , a n d t h e t h i n c y l i n d e r o f c h a p t e r 5 .

U n f o r t u n a t e l y , t h e r e s p o n s e o f t h e e l l i p t i c a l l o o p h a s n o t y e t b e e n

m e a s u r e d . T h u s , t h e c o m p a r i s o n w i l l b e m a d e f o r t h e t h i n c y l i n d e r .

A m o s t v i s u a l l y s t r i k i n g c o n f i r m a t i o n o f t h e n a t u r a l r e s o n a n c e

e x p a n s i o n i s s h o w n i n F i g u r e 8 . 4 . 1 . T h i s i s t h e m e a s u r e d s u r f a c e

c u r r e n t r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r o f l e n g t h 1 5 . 8 7 c m a n d r a d i u s

. 3 1 7 c m p l a c e d p e r p e n d i c u l a r t o t h e g r o u n d s c r e e n . ( T h e s e a n d s u b -

s e q u e n t s u r f a c e c u r r e n t m e a s u r e m e n t s w e r e p e r f o r m e d b y M a r t i n P e r r i n e . )

N o t e t h e i n d i c a t e d l a t e - t i m e r e g i o n , a n d t h e r e g i o n w h e r e r e f l e c t i o n s

f r o m t h e e d g e o f t h e g r o u n d s c r e e n b e g i n t o c a u s e i n t e r f e r i n g c l u t t e r .

I t i s o b v i o u s t h a t t h i s t a r g e t r e s p o n s e i s d o m i n a t e d b y a s i n g l e

n a t u r a l m o d e - - t h e f i r s t m o d e o f t h e t h i n c y l i n d e r . T h e s p e c t r a l

c o n t e n t o f t h e i n c i d e n t p u l s e w a v e f o r m d o e s n o t h a v e e n e r g y a t t h e

f r e q u e n c i e s n e c e s s a r y t o e x c i t e m o d e s o f h i g h e r o r d e r . F i g u r e 8 . 4 . 2

s h o w s a o n e m o d e b e s t f i t o f t h e l a t e - t i m e c l u t t e r f r e e r e g i o n o f t h e

r e s p o n s e , o b t a i n e d u s i n g t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d f r o m c h a p t e r 6 . T h e

a n a l y s i s o f c h a p t e r 5 i n d i c a t e s t h a t t h e f i r s t n a t u r a l f r e q u e n c y o f

t h i s c y l i n d e r ( i n c l u d i n g i t s i m a g e ) s h o u l d o c c u r a t s = - 0 . 2 4 6 + j 2 . 7 5 x 1 0 9

r / s . T h e o n e m o d e b e s t f i t f r o m t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d a s c r i b e s a

9
f r e q u e n c y o f s = - 0 . 2 9 9 + j 2 . 7 9 x 1 0 r / s . T h e a g r e e m e n t i s v e r y g o o d .

B y l e n g t h e n i n g t h e c y l i n d e r i t i s p o s s i b l e t o l o w e r t h e r e s o n a n t
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O n e m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e , c l u t t e r f r e e p o r t i o n o f

m e a s u r e d 6 . 2 5 " t h i n c y l i n d e r s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e .
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f r e q u e n c i e s a n d t h u s t o e x c i t e h i g h e r o r d e r m o d e s . F i g u r e 8 . 4 . 3 s h o w s

t h e m e a s u r e d s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r o f l e n g t h

4 6 . 3 6 c m p l a c e d p e r p e n d i c u l a r t o t h e g r o u n d s c r e e n . T h i s r e s p o n s e i s

a p p a r e n t l y n o t d o m i n a t e d b y a n y s i n g l e m o d e . T h e q u e s t i o n t h e n i s :

c a n t h e r e s p o n s e b e r e p r e s e n t e d b y a p u r e n a t u r a l r e s o n a n c e s e r i e s ?

F i g u r e 8 . 4 . 4 s h o w s e v i d e n c e f o r a n s w e r i n g y e s . T h i s f i g u r e d i s p l a y s

t h e F o u r i e r s p e c t r u m o f t h e r e s p o n s e o b t a i n e d v i a t h e F F T . T h r e e

p e a k s v e r y c l e a r l y d o m i n a t e t h e s p e c t r u m , w i t h e v i d e n c e f o r a f o u r t h ,

a n d t h e y c a n b e u s e d t o s u p p l y i n i t i a l g u e s s e s f o r t h e c o n t i n u a t i o n

m e t h o d . D u e t o t h e g r o u n d s c r e e n i m a g e e f f e c t , o n l y t h e o d d o r d e r

m o d e s o f t h e t h i n c y l i n d e r w i l l b e e x c i t e d , a n d t h e i m a g i n a r y p a r t s

o f t h e e x p e c t e d v a l u e s c o r r e s p o n d q u i t e c l o s e l y t o t h e p e a k s i n

F i g u r e 8 . 4 . 4 . M o r e c o n c l u s i v e e v i d e n c e i s p r o v i d e d b y e x t r a c t i n g t h e

f r e q u e n c i e s f r o m t h e m e a s u r e d r e s p o n s e . F i g u r e 8 . 4 . 5 s h o w s a t w o m o d e

b e s t f i t t o t h e l a t e - t i m e c l u t t e r f r e e p o r t i o n o f t h e r e s p o n s e ,

o b t a i n e d u s i n g t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d . I t i s s e e n t h a t t h e f i t i s

q u i t e g o o d , i m p l y i n g t h a t m o d e s o n e a n d t h r e e a r e o f g r e a t e s t i m p o r -

t a n c e . A n e v e n b e t t e r f i t i s s h o w n i n F i g u r e 8 . 4 . 6 , u s i n g f o u r

m o d e s . T h e f r e q u e n c i e s c o r r e s p o n d i n g t o t h e s e f o u r m o d e s , a n d t h e

f r e q u e n c i e s p r e d i c t e d f r o m t h e S E M a n a l y s i s a r e g i v e n a s
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F i g u r e 8 . 4 . 3 . M e a s u r e d s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r

o f l e n g t h 1 8 . 2 5 i n c h e s p l a c e d p e r p e n d i c u l a r t o t h e
g r o u n d s c r e e n .
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8.
1
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2 . 0 4 0 0 6 0 0 8 0 0

t i m e i n n a n o s e c o n d s

F o u r m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e , c l u t t e r f r e e p o r t i o n o f

m e a s u r e d 1 8 % " t h i n c y l i n d e r s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e .
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   £ 9 9 3 t h e o r e t i c a l f r e q e x t r a c t e d f r e q e x t r a c t e d a m p l

1 - . 0 8 4 2 + j . 9 4 0 x 1 0 9 - . 1 3 4 + j . 9 4 5 x 1 0 9 0 . 6 1 3

3 - . 1 5 2 + j 2 . 9 3 x 1 0 9 — . 1 4 2 + j 2 . 9 7 x 1 0 9 0 . 4 3 9

5 - . l 9 4 + j 4 . 9 3 x 1 0 9 - . 1 3 7 + j 4 . 9 9 x 1 0 9 0 . 1 7 1

7 - . 2 2 7 + j 6 . 9 4 x 1 0 9 - . 2 1 1 + j 6 . 9 7 x 1 0 9 0 . 0 4 7 3

T h e i m a g i n a r y p a r t s o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s c o m p a r e e x t r e m e l y w e l l .

T h e d a m p i n g c o e f f i c i e n t s a r e n o t q u i t e a s c l o s e , b u t e x p e r i e n c e h a s

s h o w n t h a t i t i s a l w a y s m o r e d i f f i c u l t t o e x t r a c t t h e r e a l p a r t s o f

t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s .

C o n f i r m a t i o n o f t h e S E M e x p a n s i o n c a n a l s o b e p r o v i d e d t h r o u g h

s c a t t e r e d f i e l d m e a s u r e m e n t s . F o r e x a m p l e , F i g u r e 8 . 4 . 7 s h o w s t h e

m e a s u r e d f i e l d s c a t t e r e d b y a 1 5 . 8 7 c m w i r e p l a c e d p e r p e n d i c u l a r t o

t h e g r o u n d s c r e e n . I t i s o b v i o u s t h a t t h e s c a t t e r e d f i e l d m e a s u r e m e n t s

a r e m u c h n o i s i e r t h a n t h e s u r f a c e c u r r e n t m e a s u r e m e n t s . I n f a c t , t h e r e

i s a n o t i c e a b l e a m o u n t o f n o i s e o n t h i s w a v e f o r m e v e n t h o u g h t e n d a t a

r u n s w e r e a v e r a g e d t o g e t h e r . T h i s i s a l s o e v i d e n t i n F i g u r e 8 . 4 . 8

w h i c h s h o w s a t w o m o d e b e s t f i t t o t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e

r e s p o n s e . B e c a u s e o f t h e i m a g e e f f e c t , o n l y t h e o d d m o d e s a r e a g a i n

e x c i t e d . I t i s m o r e i n t e r e s t i n g t o c o n s i d e r a t h i n c y l i n d e r t a r g e t

w h i c h i s p l a c e d a t a n a s p e c t t h a t a l l o w s b o t h e v e n a n d o d d m o d e s t o

b e e x c i t e d .

F i g u r e 8 . 4 . 9 s h o w s t h e m e a s u r e d r e s p o n s e o f a 3 1 . 7 5 c m l o n g t h i n

c y l i n d e r r a i s e d 1 3 . 3 c m a b o v e t h e g r o u n d s c r e e n a n d i n c l i n e d a t a n
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F i g u r e 8 . 4 . 7 . M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r o f
l e n g t h 6 . 2 5 i n c h e s p l a c e d p e r p e n d i c u l a r t o t h e g r o u n d
s c r e e n .
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F i g u r e 8 . 4 . 8 . T w o m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e p o r t i o n o f m e a s u r e d 6 % "
t h i n c y l i n d e r s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e .



4 0 1

a n g l e o f 4 5 0 d i r e c t l y t o w a r d t h e t r a n s m i t t i n g a n t e n n a . T h i s a r r a n g e -

m e n t a c t u a l l y r e p r e s e n t s a s y s t e m o f c o u p l e d w i r e s , d u e t o t h e i m a g e

e f f e c t . T h i s s y s t e m h a s b e e n a n a l y z e d [ 7 6 ] a n d t h e r e s u l t i n g n a t u r a l

f r e q u e n c i e s a r e v e r y c l o s e t o t h o s e o f t h e i s o l a t e d w i r e . F i g u r e

8 . 4 . 1 0 s h o w s t h e F o u r i e r s p e c t r u m o f t h e r e s p o n s e . I t i s o b v i o u s l y

d o m i n a t e d b y t w o m o d e s w h i c h c o r r e s p o n d i n f r e q u e n c y q u i t e c l o s e l y t o

t h e f i r s t t w o m o d e s o f t h e i s o l a t e d w i r e . T h e r e i s a l s o a p o s s i b l e

t h i r d m o d e . F i g u r e 8 . 4 . 1 1 d i s p l a y s a t h r e e m o d e b e s t f i t t o t h e

l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e r e s p o n s e . T h e e x t r a c t e d n a t u r a l f r e q u e n c i e s

a n d t h e f r e q u e n c i e s o f t h e f i r s t t h r e e m o d e s o f t h e c o u p l e d w i r e

s y s t e m a r e

   m o d e t h e o r e t i c a l f r e q e x t r a c t e d f r e q » e x t r a c t e d a m p l

. 9 . 9
1 - . 2 1 5 + 3 2 . 7 1 x 1 0 - . 2 8 0 + 3 2 . 7 8 x 1 0 0 . 7 1 0

2 - . 2 8 7 + j 5 . 7 0 x 1 0 9 - . 2 4 3 + j 5 . 6 2 x 1 0 9 0 . 4 1 3

3 - . 4 6 5 + j 8 . 5 7 x 1 0 9 - . 2 2 7 + j 8 . 2 1 x 1 0 9 0 . 0 4 9 6

T h e f i r s t t w o f r e q u e n c i e s a r e q u i t e c l o s e . T h e t h i r d i s n o t a s

a c c u r a t e , b u t t h i s i s e x p e c t e d , s i n c e t h e r e l a t i v e a m p l i t u d e o f t h i s

m o d e i s f a i r l y s m a l l .

F i g u r e 8 . 4 . 1 2 s h o w s t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f t h e

c o u p l e d w i r e s y s t e m a f t e r i t h a s b e e n r o t a t e d 4 5 0 a b o u t a l i n e p e r p e n -

d i c u l a r t o t h e g r o u n d s c r e e n , w i t h t h e l o w e n d o f t h e w i r e a s a p i v o t

p o i n t . T h i s r e s p o n s e i s a v e r y g o o d d e m o n s t r a t i o n o f t h e s e n s i t i v i t y

t o a s p e c t a n g l e o f t h e a m p l i t u d e s a n d p h a s e s o f t h e m o d e s o f a t a r g e t .



R
e
l
a
t
i
v
e
A
m
p
l
i
t
u
d
e

0
. I

4 0 2

  
e = 4 5 °

c ? e " 1
" - I = 1 2 1 4 ; "
7 x I : = 5 1 / "

L h i - - - c : : : : : : : - - - -

“ 3 \ h
. 4 —
I ‘ I

| — - l a t e - t i m e

° .
“ 3 I I I I I
0 . 0 2 . 0 4 . 0 6 . 0 8 . 0 1 0 . 0

F i g u r e 8 . 4 . 9 .

t i m e i n n a n o s e c o n d s

M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r o f
l e n g t h 1 2 . 5 i n c h e s r a i s e d 5 . 2 5 i n c h e s a b o v e t h e g r o u n d
s c r e e n a n d i n c l i n e d a t 4 5 ° t o w a r d t h e t r a n s m i t t i n g
a n t e n n a .
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R a d i a n f r e q u e n c y x 1 0 -

F i g u r e 8 . 4 . 1 0 . F o u r i e r s p e c t r u m o f m e a s u r e d 1 2 % " i n c l i n e d t h i n c y l i n d e r
s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e , o b t a i n e d v i a F F T .
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1 . 0 2 . 0 3 . 0 4 . 0 5 1 0 5 . 0
t i m e i n n a n o s e c o n d s

T h r e e m o d e b e s t f i t t o l a t e - t i m e p o r t i o n o f m e a s u r e d
1 2 % " i n c l i n e d t h i n c y l i n d e r s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e .



   

R
e
l
a
t
i
v
e
A
m
p
l
i
t
u
d
e

0
.

I

 

 

e = 4 5 °

c ? e " ‘ o
H — I

i ‘ \ I
l
I
I

9 \ \ / h

  } — — ‘ l a t e - t i m e
O

Il l I
0 . 0 2 . 0 4 . 0 6 . 0 8 . 0 1 0 . 0

t i m e i n n a n o s e c o n d s

F i g u r e 8 . 4 . 1 2 . M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a t h i n c y l i n d e r o f
l e n g t h 1 2 . 5 i n c h e s r a i g e d 5 . 2 5 i n c h e s a b o g e t h e g r O u n d
s c r e e n , i n c l i n e d a t 4 5 a n d r o t a t e d b y 4 5 .
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F i g u r e 8 . 4 . 1 3 . F o u r i e r s p e c t r u m o f m e a s u r e d 1 2 % " i n c l i n e d a n d r o t a t e d
t h i n c y l i n d e r s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e , o b t a i n e d v i a F F T .
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F i v e m o d e b e s t f i t t o l a t e - t u n e p o r t i o n o f m e a s u r e d
1 2 % " i n c l i n e d a n d r o t a t e d t h i n c y l i n d e r s c a t t e r e d
f i e l d r e s p o n s e .
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F i g u r e 8 . 4 . 1 3 s h o w s t h e F o u r i e r s p e c t r u m o f t h e r e s p o n s e . C o m p a r i n g

t h i s s p e c t r u m w i t h F i g u r e 8 . 4 . 1 0 r e v e a l s t h a t a t t h i s a s p e c t t h e s e c o n d

m o d e i s n o t e x c i t e d , w h i l e t h e t h i r d a n d f o u r t h , w h i c h w e r e n o t

e x c i t e d a t t h e o t h e r a s p e c t , a r e n o w p r e s e n t . I n f a c t , a t o t a l o f

f i v e m o d e s c a n b e d e t e c t e d t o s o m e e x t e n t , a l t h o u g h t h e t w o n o t o b v i o u s

i n t h e s p e c t r u m h a v e v e r y s m a l l a m p l i t u d e s . F i g u r e 8 . 4 . 1 4 s h o w s t h e

f i v e m o d e b e s t f i t t o t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e r e s p o n s e p r o v i d e d

b y t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d .

T h e s e r e s u l t s f o r t h e t h i n c y l i n d e r p r o v i d e a g r e a t a m o u n t o f

c o n f i d e n c e i n t h e n a t u r a l r e s o n a n c e e x p a n s i o n o f t h e l a t e - t i m e r e s p o n s e

o f a c o n d u c t i n g t a r g e t . O n e l a s t t e s t c a n b e c o n d u c t e d w h i c h p r o v i d e s

t h e c l i n c h i n g e v i d e n c e . I f t h e e x p a n s i o n i s i n d e e d c o m p l e t e , t h e n t h e

n a t u r a l f r e q u e n c i e s e x t r a c t e d f r o m t h e t a r g e t r e s p o n s e w a v e f o r m s

s h o u l d b e i n d e p e n d e n t o f t a r g e t a s p e c t . T h i s h a s b e e n s h o w n t o b e

t r u e t o s o m e e x t e n t f o r t h e c a s e o f t h e c o u p l e d w i r e s y s t e m a b o v e , b u t

t h e i n d e p e n d e n c e s h o u l d b e i n v e s t i g a t e d i n m o r e d e p t h .

F i g u r e 8 . 4 . 1 5 s h o w s t h e l a t e - t i m e c l u t t e r f r e e s u r f a c e c u r r e n t

r e s p o n s e o f a t a r g e t c o m p o s e d o f t w o 3 1 . 7 5 c m t h i n c y l i n d e r s a t t a c h e d

a t a 4 5 0 a n g l e , a s s h o w n i n t h e f i g u r e , a n d p l a c e d w i t h o n e s e c t i o n

p e r p e n d i c u l a r t o t h e g r o u n d s c r e e n . B y r o t a t i n g t h i s t a r g e t a n d

k e e p i n g t h e s a m e s e c t i o n a l w a y s p e r p e n d i c u l a r t o t h e g r o u n d s c r e e n ,

t h e t a r g e t a s p e c t i s e a s i l y c h a n g e d . F i g u r e 8 . 4 . 1 6 s h o w s t h e F o u r i e r

s p e c t r u m o f t h e r e s p o n s e s h o w n i n F i g u r e 8 . 4 . 1 5 . T h e r e s e e m t o b e

f o u r d o m i n a n t m o d e s , b u t t h e p e a k s a r e n o t a s d i s t i n c t a s w i t h t h e

s i m p l e s t r a i g h t w i r e . S i n c e t h e r e i s n o t h e o r e t i c a l a n a l y s i s t o

c o m p a r e w i t h t h e s e m e a s u r e m e n t s , i t i s d i f f i c u l t t o t e l l w h e t h e r s o m e
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L a t e - t i m e , c l u t t e r f r e e p o r t i o n o f m e a s u r e d c o m p u n d w i r e

t a r g e t s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e f o r 6 = O ° , a n d f o u r m o d e

b e s t f i t .
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R a d i a n f r e q u e n c y x 1 0 -

F i g u r e 8 . 4 . 1 6 . F o u r i e r s p e c t r u m o f m e a s u r e d c o m p o u n d w i r e t a r g e t
s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e , o b t a i n e d v i a F F T .
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o f t h e s e p e a k s m i g h t r e p r e s e n t n e a r l y d e g e n e r a t e m o d e s . A f o u r m o d e

b e s t f i t g i v e n v i a t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d i s a l s o s h o w n i n F i g u r e

8 . 4 . 1 5 . S i n c e t h e f i t i s v e r y g o o d , i t c a n b e a s s u m e d t h a t t h e s e f o u r

m o d e s c o m p r i s e t h e m a j o r i t y o f t h e e x c i t e d p o r t i o n o f t h e t a r g e t ' s

n a t u r a l m o d e s p e c t r u m .

A v e r i f i c a t i o n o f t h e a s p e c t i n d e p e n d e n c e o f t h e f i r s t f o u r

n a t u r a l f r e q u e n c i e s o f t h i s c o m p o u n d s t r u c t u r e c a n b e o b t a i n e d b y

m a k i n g m e a s u r e m e n t s a t m a n y a s p e c t s , a n d e x t r a c t i n g t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s f r o m e a c h r e s p o n s e . T a b l e 8 . 4 . 1 s h o w s t h e r e s u l t i n g

n a t u r a l f r e q u e n c i e s , r e l a t i v e a m p l i t u d e s , a n d r e l a t i v e p h a s e s f o r f i v e

d i f f e r e n t a s p e c t a n g l e s . I t c a n b e s e e n t h a t w h i l e t h e a m p l i t u d e s a n d

p h a s e s c h a n g e d r a m a t i c a l l y , t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s r e m a i n r e m a r k a b l y

c o n s t a n t .

T h i s c o m p l e t e s a v e r y c o n v i n c i n g v a l i d a t i o n o f t h e n a t u r a l

m o d e s e r i e s e x p a n s i o n .

8 . 5 E x p e r i m e n t a l V e r i f i c a t i o n o f t h e E - p u l s e C o n c e p t

W i t h t h e n a t u r a l r e s o n a n c e r e p r e s e n t a t i o n v a l i d a t e d b y t h e

r e s u l t s o f t h e p r e v i o u s s e c t i o n , t h e s t a g e i s s e t f o r a n e x p e r i m e n t a l

v e r i f i c a t i o n o f t h e E - p u l s e c o n c e p t . A n a t t e m p t w i l l b e m a d e t o

d i s c r i m i n a t e b e t w e e n t w o a i r c r a f t s c a l e m o d e l s w i t h s i m i l a r d i m e n s i o n s

b y u s i n g t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f e a c h t a r g e t .

F i g u r e 8 . 5 . 1 s h o w s t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a

s o l i d a l u m i n u m s c a l e m o d e l o f a B o e i n g 7 0 7 a i r c r a f t . T h e g e o m e t r y o f

t h e m o d e l i s s h o w n i n t h e s a m e f i g u r e . S i m i l a r l y , F i g u r e 8 . 5 . 2 s h o w s

t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a M c D o n n e l D o u g l a s F - 1 8 s c a l e
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T a b l e 8 . 4 . 1 . E x t r a c t e d n a t u r a l f r e q u e n c i e s , a m p l i t u d e s , a n d p h a s e s

f o r a c o m p o u n d w i r e t a r g e t a t v a r i o u s a s p e c t s .

A s p e c t D a m p i n g R a d i a n

A n g l e C o e f f i c i e n t F r e q u e n c y R e l a t i v e R e l a t i v e

0 M o d e x 1 0 ‘ 9 x 1 0 ' 9 A m p l i t u d e P h a s e

0 0 1 — 0 . 0 2 5 2 0 . 7 1 6 1 . 0 0 . 0
2 - 0 . 1 1 5 2 . 2 3 0 . 8 1 4 0 . 3 9 2

3 - 0 . 1 3 3 3 . 7 2 1 . 2 2 1 . 1 8

4 — 0 . 1 5 5 5 . 2 1 0 . 4 3 2 1 . 5 9

4 5 ° 1 - 0 . 0 2 0 4 0 . 7 1 1 1 . 0 0 . 0
2 - 0 . 1 3 2 2 . 2 4 0 . 7 1 2 - 0 . 1 2 2

3 — 0 . 1 3 0 3 . 7 2 0 . 7 0 9 0 . 7 4 3

4 - 0 . 1 9 0 5 . 2 1 0 . 3 3 5 0 . 6 1 0

9 0 ° 1 — 0 . 0 1 4 8 0 . 7 1 9 1 . 0 0 . 0
2 - 0 . 1 5 2 2 . 2 3 0 . 7 9 9 - 0 . 9 6 8

3 - 0 . 1 0 1 3 . 7 1 0 . 3 6 3 1 . 6 3

4 - 0 . 2 0 1 5 . 1 1 0 . 2 4 4 - 0 . 8 9 8

1 3 5 ° 1 - 0 . 0 4 7 7 0 . 7 4 2 1 . 0 0 . 0
2 - 0 . 1 3 5 2 . 2 2 0 . 9 1 2 1 . 3 9

3 - 0 . 1 3 5 3 . 7 5 0 . 9 1 8 - 0 . 9 5 4

4 - 0 . 1 7 0 5 . 2 8 0 . 3 1 5 1 . 3 1

1 8 0 0 1 - 0 . 0 1 2 1 0 . 7 5 4 1 . 0 0 . 0
2 - 0 . 1 6 2 2 . 2 4 1 . 0 7 1 . 3 6

3 - 0 . 1 2 4 3 . 7 5 0 . 9 8 7 - 2 . 2 9

4 - 0 . 3 2 7 5 . 3 0 0 . 6 2 2 2 . 4 6
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F i g u r e 8 . 5 . 1 . M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a B o e i n g 7 0 7 a i r c r a f t

s c a l e m o d e l , a n d s e v e n d o m i n a n t n a t u r a l f r e q u e n c i e s .
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F i g u r e 8 . 5 . 2 . M e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a M c D o n n e l D o u g l a s
F - 1 8 a i r c r a f t s c a l e m o d e l , a n d f i v e d o m i n a n t n a t u r a l

f r e q u e n c i e s .
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m o d e l . T h e F o u r i e r s p e c t r u m o f t h e l a t e - t i m e p o r t i o n o f t h e 7 0 7

r e s p o n s e i s s h o w n i n F i g u r e 8 . 5 . 3 . T h e r e a r e s e v e n q u i t e d i s t i n c t

m o d e s e v i d e n t i n t h e s p e c t r u m o f t h e 7 0 7 , a n d s i m i l a r a n a l y s i s

r e v e a l s a t o t a l o f f i v e d o m i n a n t m o d e s f o r t h e f - 1 8 . T h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s c o r r e s p o n d i n g t o t h e m o d e s o f e a c h t a r g e t h a v e b e e n

e x t r a c t e d u s i n g t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d , a n d a r e t a b u l a t e d i n F i g u r e s

8 . 5 . 1 a n d 8 . 5 . 2 . T h e c o r r e s p o n d i n g l a t e - t i m e b e s t f i t s a r e s h o w n i n

F i g u r e s 8 . 5 . 4 a n d 8 . 5 . 5 .

T h e m e t h o d s o f c h a p t e r f o u r h a v e b e e n u s e d t o c o n s t r u c t

r e c t a n g u l a r p u l s e f u n c t i o n b a s e d m i n i m u m d u r a t i o n n a t u r a l E - p u l s e s

d e s i g n e d t o e l i m i n a t e t h e f i v e t a b u l a t e d m o d e s o f t h e F - 1 8 a n d t h e

s e v e n m o d e s o f t h e 7 0 7 . T h e s e w a v e f o r m s a r e s h o w n i n F i g u r e s 8 . 5 . 6
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C O N C L U S I O N

9 . 1 S u m m a r y

T h i s t h e s i s h a s i n t r o d u c e d a s c h e m e f o r r a d a r t a r g e t d i s c r i m i -

n a t i o n c a l l e d t h e " E - p u l s e " t e c h n i q u e . T h e E - p u l s e i s a f i n i t e

d u r a t i o n w a v e f o r m w h i c h , u p o n i n t e r a c t i o n w i t h a s p e c i f i c r a d a r t a r g e t ,

r e s u l t s i n a s c a t t e r e d f i e l d w h i c h h a s o n l y a p r e - c h o s e n c o m p o n e n t

o f t h e t a r g e t ' s n a t u r a l m o d e s p e c t r u m . A n a l t e r n a t i v e a p p r o a c h h a s

a l s o b e e n d i s c u s s e d , i n w h i c h t h e E — p u l s e i s n o t a c t u a l l y t r a n s m i t t e d ,

b u t i s m e r e l y c o n v o l v e d w i t h t h e m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f

a t a r g e t . T h e i n t r o d u c t i o n o f t h i s t e c h n i q u e h a s b e e n s h o w n t o b e

w a r r a n t e d i n t h e l i g h t o f d i f f i c u l t i e s e n c o u n t e r e d u s i n g e x i s t i n g

d i s c r i m i n a t i o n s c h e m e s .

S y n t h e s i s o f E - p u l s e w a v e f o r m s h a s b e e n c o n d u c t e d i n b o t h t h e

t i m e a n d f r e q u e n c y d o m a i n s b y u s i n g a n e x p a n s i o n i n a s e t o f p r o p e r l y

c h o s e n b a s i s f u n c t i o n s . T h e c h o i c e o f b a s i s f u n c t i o n s h a s b e e n s h o w n

t o b e i m p o r t a n t f r o m t h e v i e w p o i n t o f s p e c t r a l c o n t e n t , n o i s e

a v e r a g i n g p r o p e r t i e s , a n d s i m p l i c i t y o f c a l c u l a t i o n s . A f r e q u e n c y

d o m a i n i n t e r p r e t a t i o n o f t h e E - p u l s e h a s b e e n s h o w n t o b e p a r t i c u l a r l y

i n s i g h t f u l . H e r e t h e E - p u l s e i s d e f i n e d m e r e l y a s a f i n i t e d u r a t i o n

w a v e f o r m w h o s e L a p l a c e s p e c t r u m h a s z e r o m a g n i t u d e a t t h e n a t u r a l
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f r e q u e n c i e s o f t h e t a r g e t w i t h w h i c h i t c o r r e s p o n d s .

T w o f u n d a m e n t a l t y p e s o f E — p u l s e s h a v e b e e n i d e n t i f i e d : f o r c e d

a n d n a t u r a l . T h e f o r c e d E - p u l s e w a v e f o r m c a n h a v e n e a r l y a n y d u r a t i o n

a n d c o n s i s t s o f a n a r b i t r a r y f o r c i n g c o m p o n e n t f o l l o w e d i m m e d i a t e l y b y

a n e x t i n c t i o n c o m p o n e n t , w h i c h i s v i e w e d a s e x t i n g u i s h i n g t h e s c a t t e r e d

f i e l d e s t a b l i s h e d b y t h e f o r c i n g c o m p o n e n t . A l e s s p h y s i c a l i n t e r p r e -

t a t i o n o f t h e f o r c e d E - p u l s e i s a l s o a l l o w e d , b y m e r e l y u s i n g o n e

a d d i t i o n a l b a s i s f u n c t i o n i n t h e E - p u l s e e x p a n s i o n . T h e n a t u r a l

E - p u l s e , o n t h e o t h e r h a n d , h a s n o f o r c i n g c o m p o n e n t , a n d i s v i e w e d a s

e x t i n g u i s h i n g i t s o w n r e s u l t i n g s c a t t e r e d f i e l d . T h i s E - p u l s e w a v e f o r m

o n l y e x i s t s f o r d i s c r e t e v a l u e s o f d u r a t i o n .

F u r t h e r t y p e s o f E - p u l s e s h a v e b e e n i n t r o d u c e d , i n c l u d i n g D C a n d

c o n v o l u t i o n a l E - p u l s e s . D i s t i n c t i o n h a s a l s o b e e n m a d e b e t w e e n

E - p u l s e s d e s i g n e d t o e l i m i n a t e t h e e n t i r e e x c i t e d p o r t i o n o f t h e

n a t u r a l m o d e s p e c t r u m o f a t a r g e t , a n d t h o s e d e s i g n e d t o e l i m i n a t e a l l

b u t a s i n g l e m o d e . T h e l a t t e r a r e g i v e n t h e n a m e " s i n g l e m o d e

e x c i t a t i o n s i g n a l s . "

T h e p u l s e f u n c t i o n b a s i s s e t h a s b e e n s h o w n t o b e e x t r e m e l y

u s e f u l i n c o n s t r u c t i n g E - p u l s e w a v e f o r m s , d u e i n g r e a t e s t p a r t t o i t s

s i m p l i c i t y . I n d e e d , e x p l i c i t r e p r e s e n t a t i o n s f o r t h e a m p l i t u d e s o f

t h e s e p u l s e s h a v e b e e n o b t a i n e d , a l t h o u g h t h e y a r e n o t p r a c t i c a l f o r

p e r f o r m i n g t h e a c t u a l E - p u l s e c a l c u l a t i o n . H o w e v e r , a v e r y e f f i c i e n t

a l g o r i t h m h a s b e e n d e s i g n e d f o r t h e c a l c u l a t i o n o f t h e p u l s e f u n c t i o n

a m p l i t u d e s .

C o m p a r i s o n o f n a t u r a l E - p u l s e s c o n s t r u c t e d f r o m p u l s e a n d f r o m

F o u r i e r c o s i n e b a s i s f u n c t i o n s t o e l i m i n a t e t h e m o d e s o f a t h i n
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c y l i n d e r t a r g e t h a v e b e e n s h o w n t o b e n e a r l y i d e n t i c a l . T h e y a l s o

a p p a r e n t l y c o n v e r g e t o a u n i q u e w a v e f o r m a s t h e n u m b e r o f m o d e s t o b e

e l i m i n a t e d i s i n c r e a s e d . T h i s s u g g e s t s t h e p o s s i b i l i t y o f E - p u l s e

u n i q u e n e s s . I t h a s b e e n s h o w n t h a t f o r a n E - p u l s e t o b e u n i q u e , b o t h

t h e i m a g i n a r y a n d r e a l p a r t s o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c i e s u s e d i n i t s

c o n s t r u c t i o n m u s t b e h a v e i n a p a r t i c u l a r f a s h i o n . O f m o s t i m p o r t a n c e

a r e t h e i m a g i n a r y p a r t s , w h i c h d e t e r m i n e t h e d u r a t i o n o f t h e p u l s e

f u n c t i o n b a s e d E - p u l s e s . T h i s d u r a t i o n m u s t c o n v e r g e t o a s p e c i f i c

v a l u e i f t h e E - p u l s e w a v e f o r m i s t o b e u n i q u e .

D i s c r i m i n a t i o n b e t w e e n d i f f e r i n g t h i n c y l i n d e r t a r g e t s h a s b e e n

d e m o n s t r a t e d n u m e r i c a l l y , i n t h e p r e s e n c e o f r a n d o m n o i s e , w i t h g r e a t

c o n f i d e n c e . F r o m a f r e q u e n c y d o m a i n p o i n t o f v i e w , t h e n a t u r a l D C

E - p u l s e h a s b e e n s u g g e s t e d a s t h e " b e s t " E - p u l s e f o r d i s c r i m i n a t i n g

t h i n c y l i n d e r s . S h a p i n g o f t h e E - p u l s e s p e c t r a h a s b e e n u n d e r t a k e n a s

w e l l , u s i n g t h e d a m p e d s i n u s o i d b a s i s s e t . T h i s s p e c t r a l m a n i p u l a t i o n

h a s b e e n s h o w n t o b e p o t e n t i a l l y u s e f u l i n t h e c a s e o f s i n g l e m o d e

e x c i t a t i o n .

D i s c r i m i n a t i o n h a s a l s o b e e n c a r r i e d o u t u s i n g t h e m e a s u r e d

s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e o f a i r c r a f t m o d e l t a r g e t s . T h e s u c c e s s o f

t h i s p r a c t i c a l d e m o n s t r a t i o n h a s p r o v i d e d a n e m p i r i c a l v e r i f i c a t i o n o f

t h e E - p u l s e c o n c e p t . A n e x p e r i m e n t a l v e r i f i c a t i o n o f t h e n a t u r a l

r e s o n a n c e e x p a n s i o n o f t a r g e t s c a t t e r e d f i e l d h a s a l s o b e e n

a c c o m p l i s h e d .

O t h e r t o p i c s p e r t i n e n t t o t h e E - p u l s e t e c h n i q u e h a v e b e e n

d i s c u s s e d a s w e l l . A g r o u p o f m e t h o d s f o r e x t r a c t i n g t h e n a t u r a l

f r e q u e n c i e s o f t a r g e t s f r o m t h e i r m e a s u r e d s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e s
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h a s b e e n p r e s e n t e d . T h e s e m e t h o d s a r e n e e d e d t o p r o v i d e t h e b a s i s f o r

E - p u l s e c o n s t r u c t i o n f o r p r a c t i c a l t a r g e t s , w h e r e t h e o r e t i c a l a n a l y s i s

i s i m p o s s i b l e . F i v e o f t h e m e t h o d s a r e c o m p l e t e l y n e w , a n d o n e u t i l i z e s

t h e E - p u l s e c o n c e p t i t s e l f . A l l t h e n e w m e t h o d s h a v e b e e n s h o w n t o b e

s u c c e s s f u l i n t h e p r e s e n c e o f r a n d o m n o i s e , a n d w i t h t h e n u m b e r o f m o d e s

p r e s e n t i n t h e r e s p o n s e u n d e r e s t i m a t e d . H o w e v e r , d u e t o a l a c k o f t i m e ,

o n l y t h e c o n t i n u a t i o n m e t h o d h a s b e e n d e m o n s t r a t e d o n a c t u a l m e a s u r e d

d a t a .

T h e l a s t t o p i c i n t r o d u c e d i n t h i s t h e s i s i s a t h e o r e t i c a l

a n a l y s i s o f a p a r t i c u l a r t a r g e t - - a t h i n w i r e e l l i p t i c a l l o o p . A n

e l e c t r i c f i e l d i n t e g r a l e q u a t i o n h a s b e e n d e r i v e d f o r t h i s s t r u c t u r e ,

a n d i t h a s b e e n s o l v e d u s i n g t h e m e t h o d o f m o m e n t s . T h e r e s u l t i n g

n a t u r a l f r e q u e n c i e s h a v e b e e n s h o w n t o f a l l i n t o f o u r d i f f e r e n t

c a t e g o r i e s , b a s e d u p o n t h e s y m m e t r y o f t h e c o r r e s p o n d i n g s u r f a c e

c u r r e n t d i s t r i b u t i o n . T h e t r a j e c t o r i e s o f t h e s e f r e q u e n c i e s h a v e b e e n

f o u n d t o c o n v e r g e o n t h e e x p e c t e d l i m i t i n g c a s e s o f t h o s e o f a s h o r t e d

t r a n s m i s s i o n l i n e a n d t h o s e o f t w o p a r a l l e l w i r e s .

9 . 2 T o p i c s f o r F u t u r e S t u d y

M a n y t o p i c s d i s c u s s e d i n t h i s t h e s i s a r e e i t h e r n o t f u l l y

c o m p l e t e , o r h a v e g e n e r a t e d a d d i t i o n a l i d e a s w h i c h s h o u l d p r o v e

i n t e r e s t i n g . T h i s s e c t i o n s h a l l c o n s i d e r s e v e r a l o f t h e m .

T h e s h a p i n g o f t h e E - p u l s e s p e c t r u m c o n s i d e r e d i n c h a p t e r 5 w a s

o b v i o u s l y o n l y o f a p r e l i m i n a r y n a t u r e . T h i s t o p i c s h o u l d b e p u r s u e d

f u r t h e r b y a t t e m p t i n g d i s c r i m i n a t i o n i n t h e p r e s e n c e o f r a n d o m n o i s e .

I t i s a l s o p o s s i b l e t o e x t e n d t h e a n a l y s i s b y u s i n g o t h e r b a s i s s e t s ,
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o r b y a c t u a l l y s p e c i f y i n g t h e m a g n i t u d e o f t h e s p e c t r u m a t c e r t a i n

p o i n t s . F o r e x a m p l e , t h e d e r i v a t i v e o f t h e s p e c t r u m m a g n i t u d e c o u l d

b e f o r c e d t o b e z e r o a t c e r t a i n p o i n t s , i n a n a t t e m p t t o c r e a t e m a x i m a .

N o t e t h a t t h i s a l s o r e q u i r e s t h e i n t r o d u c t i o n o f a d d i t i o n a l b a s i s

f u n c t i o n s .

S e v e r a l o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c y e x t r a c t i o n s c h e m e s c a n b e

i m p r o v e d . I t i s p o s s i b l e t o i n c l u d e v a r i a b l e s t e p s i z e i n t h e

c o n t i n u a t i o n m e t h o d , a s w e l l a s c o r r e c t i o n s p e r p e n d i c u l a r t o t h e p a t h .

I n t h e s c h e m e s i n v o l v i n g t h e c o n s t r u c t i o n o f E - p u l s e s , t h e i n c l u s i o n

o f f o r c e d w a v e f o r m s h a s b e e n s u g g e s t e d . T h i s w o u l d r e l i e v e t h e

p r o b l e m o f t h e v a r i a t i o n o f t h e b e g i n n i n g t o t h e l a t e - t i m e p e r i o d .

E a c h o f t h e n a t u r a l f r e q u e n c y e x t r a c t i o n s c h e m e s s h o u l d a l s o b e t e s t e d

o n m e a s u r e d d a t a .

T h e t h e o r e t i c a l a n a l y s i s o f t h e e l l i p t i c a l l o o p c a n a l s o b e

i m p r o v e d , b y u s i n g a H a l l é n t y p e i n t e g r a l e q u a t i o n . I n a d d i t i o n , i t

w o u l d b e q u i t e s i m p l e t o c a l c u l a t e t h e c o u p l i n g c o e f f i c i e n t s , a n d t h u s

t h e s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e , f r o m t h e s u r f a c e c u r r e n t d i s t r i b u t i o n s .

I t w o u l d a l s o b e p r u d e n t t o v e r i f y t h e a n a l y s i s e x p e r i m e n t a l l y , b y

m e a s u r i n g t h e s u r f a c e c u r r e n t r e s p o n s e o f t h e l o o p .

L a s t l y , t h e m o s t i n t e r e s t i n g t o p i c i s a l s o p e r h a p s t h e m o s t

d i f f i c u l t . T h e r e r e m a i n s t h e q u e s t i o n a s t o w h e t h e r t h e e a r l y - t i m e

p o r t i o n o f t h e s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e c a n b e u t i l i z e d f o r t a r g e t

i d e n t i f i c a t i o n p u r p o s e s , d e s p i t e i t s h e a v y d e p e n d e n c e u p o n t a r g e t

a s p e c t . T o p u r s u e t h i s t o p i c , i t w o u l d b e h e l p f u l t o m e a s u r e t h e

e a r l y - t i m e p o r t i o n o f t h e s u r f a c e c u r r e n t o r s c a t t e r e d f i e l d r e s p o n s e

o f s i m p l e t a r g e t s , f o r c o m p a r i s o n w i t h t h e o r y . H o w e v e r , t h i s r e q u i r e s
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t h e a c c u r a t e r e m o v a l o f t h e s y s t e m r e s p o n s e f r o m t h e m e a s u r e d d a t a .

E s p e c i a l l y i m p o r t a n t i s t h e e x a c t r e m o v a l o f t h e r e c e i v i n g a n t e n n a

r e s p o n s e . T o t h i s e n d , a n e f f i c i e n t a n d a c c u r a t e d e c o n v o l u t i o n s c h e m e

m u s t b e e s t a b l i s h e d .
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